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Historia

El descubrimiento de las secciones cónicas estuvo íntimamente ligado a uno de los tres problemas clásicos de la geometría griega, la duplicación del cubo o problema de Delos.

"...la peste se llevo una cuarta parte de la población ateniense y la profunda impresión que produjo esta catástrofe fue probablemente el origen del segundo problema..."
"...Se envió una delegación al oráculo de Apolo en Delos, para preguntar cómo podría conjurarse la peste, a lo que el oráculo contesto que era necesario duplicar el altar cúbico dedicado a Apolo. Al parecer los atenienses duplicaron las dimensiones del altar, pero esto no sirvió para detener la peste, obviamente habían aumentado ocho veces su volumen en lugar de dos ..."
Fue Hipocrátes de Chios quien demostró que se podría conseguir la duplicación del cubo siempre que se pudiera encontrar curvas que cumplieran a/x=x/y=y/2a; y Menecmo halló dichas curvas como secciones de conos circulares rectos (ortotoma), agudos (oxitoma) y obtusos (amblitoma). Pero es Apolonio de Pérgamo quien hace un tratamiento tan exhaustivo que desplaza a todos los anteriores, y quien da una formulación definitiva. 

Todo este estudio de estas formulaciones se encuentran en “Las Cónicas”, que son ocho libros dedicados al estudio de las cónicas. Dicho tratado fue considerado como el corpus más completo que recogía los conocimientos sobre tales curvas de todo la Antigüedad. Con posterioridad el rastro de los ocho libros de Las Cónicas de Apolonio se perdió, de tal modo que su legado ha llegado hasta nosotros de diversas formas. Sólo los cuatro libros primeros se conservan en griego. El octavo desapareció en su totalidad, pero, gracias a la traducción al árabe de los libros V al VII que realizara Thabit ibn Qurra, se conservaron los siete primeros. Todos ellos traducidos al latin en los siglos XVI y XVII por Johanms B aptista Memus en 1537 y Abraham Echellencis y Giacomo Alfonso Borelli en 1661.

Estos libros contienen 387 teoremas bien demostrados, algunos conocidos por matemáticos anteriores a Apolonio, pero la mayoría de ellos inéditos.

En cuanto a la elaboración de Las Cónicas sabemos que, residiendo en Alejandría, Apolonio fue visitado por un geómetra llamado Naucrates, y, a petición de este último, escribió un apresurado borrador de Las Cónicas en ocho libros. Más tarde, ya en Pérgamo, perfeccionó y pulió el contenido de su primera obra. 
El propio Apolonio nos describe en la introducción de su primer libro el contenido del resto. Resumiremos los ocho libros a continuación:
· El libro I: trata de las propiedades fundamentales de estas curvas. 

· El libro II trata de los diámetros conjugados y de las tangentes de estas curvas. 

· El libro III: (el preferido de Apolonio). 

· El libro IV: trata de las maneras en que pueden cortarse las secciones de conos. 

· El libro V: estudia segmentos máximos y mínimos trazados respecto a una cónica. 

· El libro VI: trata sobre cónicas semejante. 

· El libro VII: trata sobre los diámetros conjugados. 

· El libro VIII: se ha perdido, se cree que era un apéndice. 

Apolonio les da su nombre definitivo Ellipsis (deficiencia), se utilizaba cuando un rectángulo dado debía de aplicarse a un segmento dado y resultaba escaso en un cuadrado. Mientras que la palabra Hyperbola (avanzar más allá) se adoptó para el caso en que el área excedía del segmento dado, y por último la palabra Parábola (colocar al lado o comparar) indicaba que no había deficiencia ni exceso. 

Apolonio fue el primero en obtener todas las curvas a partir de las secciones del cono recto, variando el ángulo de inclinación del plano con respecto al eje del cono y "a partir del cono dedujo una propiedad plana fundamental, una condición necesaria y suficiente para que un punto esté situado en la curva, y en ese momento abandonó el cono y procedió a estudiar las cónicas por métodos planimétricos exclusivamente..." y "consigue una de las mejores obras de la matemática antigua".
Definición
Se denomina sección cónica (o simplemente cónica) a la curva intersección de un cono con un plano que no pasa por su vértice. Se clasifican en tres tipos: elipses, parábolas e hipérbolas.

En el gráfico siguiente se muestra dicha intersección:
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Tipos

En función de la relación existente entre el ángulo de conicidad (α) y la inclinación del plano respecto del eje del cono (β), pueden obtenerse diferentes secciones cónicas, a saber:
[image: image2.png]B <a Hipérbola (azu)
B =a - Pardbola (verde)
B> a - Elipse (amarilo)
B = 90° Circunferencia (un caso particular de elipse) (rojo)

A continuacion el esquema de las secciones cénicas




Definición Analítica

En coordenadas cartesianas, las cónicas se expresan en forma algebraica mediante ecuaciones cuadráticas de dos variables (x,y) de la forma:

[image: image3.png]ar’ + 2hzy + by® + 29r + 2fy+ ¢




En la que, en función de los valores de los parámetros, se tendrá:

[image: image4.png]1> ab: hipérbola
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b < ab: elipse.

a=byh =0 circunferencia (considerada un caso particular de elipse).




La Elipse
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La elipse es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano oblicuo al eje, que no sea paralelo a la generatriz y que forme con el mismo un ángulo mayor que el que forman eje y generatriz. 
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También podemos decir que la elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focos es una constante positiva (ver figura). La Elipse es una curva cerrada.
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5.1.
Elementos de la elipse:

· Focos 

Son los puntos fijos F y F'.

· Eje focal 

Es la recta que pasa por los focos.

· Eje secundario 

Es la mediatriz del segmento FF'.

· Centro 

Es el punto de intersección de los ejes.
[image: image7.png]Radios vectores

Son los segmentos que van desde un punto de Ia elipse a los focos
PFy PF"

Distancia focal

Es &l segmento £F 'de longitud 2¢. ¢ es el valor de la semidistancia focal.

Vértices
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Eje mayor
Es &l segmento AA’ de longitud 2a. a es el valor del semieje mayor:

Eje menor
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· Ejes de simetría 

Son las rectas que contienen al eje mayor o al eje menor.

· Centro de Simetría

Coincide con el centro de la elipse, que es el punto de intersección de los ejes de simetría.
Relación entre la distancia focal y los semiejes
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5.2.
Excentricidad (e)
La excentricidad de la elipse es igual al cociente entre su semidistancia focal y su semieje mayor.
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5.3.
Ecuación Reducida de la Elipse

[image: image42.png]



Tomamos como centro de la elipse el centro de coordenadas y los ejes de la elipse como ejes de coordenadas. Las coordenadas de los focos son: F'(-c,0) y F(c,0)
Cualquier punto de la elipse cumple: 
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Esta expresión da lugar a: 

[image: image11.png]Jx-cP+y? + f(x+CcF +y? =2a




Realizando las operaciones llegamos a:

[image: image12.png]



5.4.
Ecuación reducida de la elipse con los focos en el eje OY
[image: image43.png]



Si el eje principal está en el de ordenadas se obtendrá la siguiente ecuación:
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Las coordenadas de los focos son: 
[image: image14.png]F(0.) y F(0,¢)




5.5. Ecuación de la Elipse
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Y Ia ecuacion de la elipse serd:
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Al quitar denominadores y desarrollar s obtiene, en general. una ecuacion de la forma:

Ax?+By? +Cx +Dy +E =0




Donde A y B tienen el mismo signo.

5.6. Ecuación de la Elipse de Eje Vertical

[image: image16.png]Si el centro de la elipse C(xo,yo) y el sje principal es paralelo a OY, los focos tienen de
coordenadas F(xa,y+c) y Fxs.yo-c). Y Ia ecuacion de la elipse seré
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Al quitar denominadores y desarrollar las ecuaciones se obtiene, en general, una ecuacion de
Ia forma:

Ax?+By? +Cx +Dy +E =0




Donde A y B tienen el mismo signo.

La Circunferencia
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También podemos llamar circunferencia al lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro (ver figura). La circunferencia es un caso particular de elipse.
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Donde se cumple que: 9(C.P) =r
Es decir
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6.1. Ecuación de la Circunferencia
La ecuación anterior elevamos al cuadrado obtenemos la ecuación: 
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Si desarrollamos:

[image: image20.png]X2 +y? -2ax -2by +a +b* -





y realizamos estos cambios:

[image: image21.png]-2b

C=a +b*





Obtenemos otra forma de escribir la ecuación:

[image: image22.png]X2 +y? +AX+By +C =0




Donde el centro es:
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y el radio cumple la relación:
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6.2. Ecuación Reducida de la Circunferencia
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Si el centro de la circunferencia coincide con el origen de coordenadas la ecuacion queda
reducida a

X2 4y? - pt




6.3. Intersección de una Cónica y una Recta

Para hallar los puntos comunes a una cónica y una recta resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de ambas.

En general se obtiene una ecuación de segundo grado, que dependiendo del signo del discriminante, Δ=b2-4ac, las siguientes soluciones serán:
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La Parábola
La parábola es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano oblicuo al eje, siendo paralelo a la generatriz. 
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La parábola es una curva abierta que se prolonga hasta el infinito.

También podemos decir que la parábola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz.
[image: image28.png]Es decir:
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7.1.
Elementos de la Parábola
· Foco 

Es el punto fijo F.

· Directriz 

Es la recta fija d.

· Parámetro 

Es la distancia del foco a la directriz, se designa por la letra p.

· Eje 

Es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

· Vértice 

Es el punto de intersección de la parábola con su eje.

· Radio vector 

Es un segmento que une un punto cualquiera de la parábola con el foco.

7.2.
Ecuación Reducida de la Parábola de Eje Horizontal
El eje de la parábola coincide con el de abscisas y el vértice con el origen de coordenadas.

[image: image29.png]Donde:

Pixy)





7.3.
Ecuación Reducida de la Parábola de Eje Vertical
El eje de la parábola coincide con el de ordenadas y el vértice con el origen de coordenadas. 
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7.4.
Ecuación de la Parábola con Eje Horizontal
Parábola con eje paralelo a OX y vértice distinto al origen.
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7.5.
Ecuación de la Parábola con Eje Vertical

Parábola con eje paralelo a OY, y vértice distinto al origen.
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La Hipérbola
La hipérbola es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano oblicuo al eje, formando con él un ángulo menor al que forman eje y generatriz, por lo que incide en las dos hojas de la superficie cónica. 

α > β

La hipérbola es una curva abierta que se prolonga indefinidamente y consta de dos ramas separadas.

[image: image44.png]



También podemos decir que la Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante (ver figura). 
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8.1.
Elementos de la Hipérbola:
[image: image34.png]Focos
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Eje focal
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Eje secundario o imaginario
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8.2.
Excentricidad
La excentricidad mide la abertura mayor o menor de las ramas de la hipérbola.
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8.3.
Ecuación Reducida de la Hipérbola

Se llama ecuación reducida a la ecuación de la hipérbola cuyos ejes coinciden con los ejes coordenadas, y, por tanto, el centro de hipérbola con el origen de coordenadas.
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8.4.
Ecuación reducida de la hipérbola con los focos en el eje OY 

[image: image37.png]F(0, ~¢) y F(0, ©)

La ecuacion serd:




8.5.
Ecuación de la Hipérbola

Ecuación de la hipérbola con eje paralelo a OX, y centro distinto al origen.
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Si el centro de la hipérbola s C(xoo) y &l eje principal es paralelo a OX, los focos tienen de
coordenadas F(xo*c,yo) y F'(xo—c.yo) Y la ecuacion de la hipérbola sera
X-%F -y
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Al quitar denominadores y desarrollar las ecuaciones se obtiens, en general, una ecuacion de
Ia forma:
Ax® +By? +Cx +Dy +E =0




Donde A y B tienen signos opuestos.

8.6.
Ecuación de la Hipérbola de eje Vertical
Ecuación de la hipérbola con eje paralelo a OY, y centro distinto al origen.
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Si el centro de Ia hipérbola Clxs, yo) y el e principal es paralelo a OY. los focos tienen de
coordenadas F(xa,yorc) y Fxs,yo-c). ¥ Ia ecuacion de Ia hipsrbola seré
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Al quitar denominadores y desarrollar las ecuaciones se obtiene, en general, una ecuacion de
Ia forma:

Ax?+By? +Cx +Dy +E =0




Donde A y B tienen signos opuestos.

8.7.
Ecuación de la hipérbola equilátera 

[image: image40.png]Las hipérbolas en las que los semiejes son iguales
se llaman equilateras, por tanto a=b.
Y su ecuacion es:
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Las asintotas tienen por ecuacion:

Y=x y=--x
Es decir, las bisectrices de los cuadrantes.

La excentricidad es: € =2




Aplicaciones
Las curvas cónicas son importantes en astronomía: dos cuerpos masivos que interactúan según la ley de gravitación universal, sus trayectorias describen secciones cónicas si su centro de masa se considera en reposo. Si están relativamente próximas describirán elipses, si se alejan demasiado describirán hipérbolas o parábolas.

También son importantes en aerodinámica y en su aplicación industrial, ya que permiten ser repetidas por medios mecánicos con gran exactitud, logrando superficies, formas y curvas perfectas.
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