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Prefacio
En el capítulo primero de su libro “Grandes Matemáticos”, nos dice E. T. Bell que “cuando algo nuevo se estudia por primera vez, los detalles parecen numerosos y confusos, y no queda fijada en la mente una impresión lógica del conjunto. Después de un tiempo insistamos en el estudio y encontraremos que todo ha ido ocupando un lugar según su importancia, igual que cuando se revela una placa fotográfica”. Esto es, tal vez, lo que le podría ocurrir al lector que por primera vez lea este pequeño trabajo. Sin embargo, sé que al repasar nuevamente cada capítulo entenderá la gran verdad que subyace en él.

Según la mayoría de los matemáticos, ha sido la razón (o la sin razón) de ser del infinito lo que ha creado la maraña en la cual ha estado inmersa la matemática. Pero, aunque es el infinito el que le da razón de ser a este trabajo, no se entrará en detalles sobre la naturaleza de este concepto. Si bien la mayor parte de las contradicciones que se tratará de corregir en esta obra son debidas al aludido concepto, sólo se tomará dicha noción como alguna operación que se efectúa indefinidamente. Esbocemos, pues, muy someramente, algunas de esas contradicciones que acá se analizarán.

En el capítulo 1 se presenta una serie de teoremas que nos demuestran que la hipótesis del continuo de G. Cantor es una falsedad muy bien disfrazada; sin ninguna intención por parte de su autor, se supone. Tal vez el no poder demostrar la falsedad de esta hipótesis fue el hecho de trabajar cada función con dos conjuntos distintos. Esto hace sumamente difícil dicha demostración. Sin embargo, para toda función f: A(B, existe en B un subconjunto el cual permite demostrar, con suma facilidad, que la referida hipótesis es falsa; ese subconjunto es el conjunto f(A). 

Una contradicción en la cual parece que nadie se fija nunca es la generada por la propiedad de ser cerradas las leyes de composición internas de un grupo. Decimos que si a dos elementos de un grupo con infinitos elementos, le aplicamos la ley de composición, para la cual es un grupo, el resultado siempre es un elemento de dicho grupo. 
Esto se puede apreciar en la igualdad
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donde tenemos que la suma de infinitos elementos del grupo Q es otro elemento de Q. Ademés, el

que dicha ley es cemada se puede demostrar con el principio de induccion completa. Sin embargo, y he aqui
T

la contradiccion, en la igualdad e = Z5o 2 el resultado no es un elemento de Q. a pesar de ser elementos
de Q los infinitos elementos que acé se suman





Esta contradicción se corrige en el capítulo 2, donde se demuestra que los números irracionales no existen, es decir, todos los reales son racionales.

Por todos es conocido que el conjunto Z de números enteros tiene infinitos elementos. Sin embargo, cuando un natural tiene un número infinito de cifras, entonces lo tomamos como algo que no pertenece a Z. Es decir, a los elementos de Z no los aceptamos cuando tienen infinitas cifras por el sólo hecho de que no los podemos manipular. En el capítulo 2 se da una prueba de que existen enteros con infinitas cifras. También en este capítulo se demuestra que los irracionales son racionales de fracción generatriz infinita.

En el capítulo 3, se estudian los ceros residuales, los cuales son generados por la división de un entero finito entre uno infinito. Estos ceros residuales son los que siempre hemos llamado infinitésimos. También acá se prueba la existencia de la menor distancia que separa a dos reales distintos, r y r’, la cual no es cero sino un cero residual.

A la expresión
[image: image3.png]Tim,

siempre se le ha tomado como un cero absoluto, s decir, como el neutro de la adicién en R Sin
embargo, en el capitulo 2 veremos que esto no es asi. y en el capitulo 4 se usard este hecho para

i . . ) T
demostrar que los nimeros reales forman una progresion artmstica cuya razén es =z a la cual
llamaremos razén del continuo

Como se ha aceptado que X es el primer nimero transfinito y se demuestra. en el capitulo 1, que Xy
> No~1, e usard X~ 1= @ para simbolizar al dltimo natural





En el capítulo 5 se muestra una aplicación de la razón del continuo en el cálculo de límites en algunas indeterminaciones; haciendo uso de algunas propiedades de dicha razón.

En el capítulo 6 se da una forma diferente de presentar la diferenciación y se muestra cómo utilizar la razón del continuo correctamente en este tópico. Asimismo, se exponen algunas de las ventajas que se obtienen al utilizar dicha razón de continuidad en la derivación, tanto en funciones de una variable como en funciones de dos o más variables.

En el capítulo 7 se prueba que algunas demostraciones que se han aceptado como buenas e ingeniosas son erróneas. Tal es el caso de la demostración de irracionalidad del número ( e igualmente la del número e. También se demuestra en este capítulo, el cual se ha llamado marcando (señalando) errores, que el criterio de inyectividad comúnmente conocido y la definición de continuidad, así como otros tópicos, son erróneos cuando se trata de funciones reales. 

En el capítulo 8 se presenta lo que se ha definido como el fin de las geometrías no euclidianas. Ya que en este capítulo se demuestra la unicidad de la recta que pasa por dos puntos distintos con base en los cuatro postulados de incidencia. Postulados éstos que son el génesis de toda geometría que trate de puntos y rectas. Además, se presenta en este capítulo el postulado de las paralelas como un sencillo teorema de la geometría euclidiana, y se demuestra que el plano euclidiano es la superficie de una esfera infinita. 

El capítulo 9 se le dedica a los tres problemas clásicos de la geometría. Demostrando la imposibilidad de la duplicación y la cuadratura y resolviendo la trisección de un ángulo cualquiera, único problema clásico resoluble con regla y compás.

Finalmente, se debe recalcar lo que dice E. T. Bell en “Grandes matemáticos (cap. XXIX)”. “Corresponde a Cantor el gran mérito de haber descubierto, a pesar de sí mismo y contra sus propios deseos, que ‘el cuerpo matemático’ está profundamente enfermo y que la enfermedad con que Zenón la infectó no ha encontrado aún alivio”. Hoy, amigo lector, podrá usted descubrir el remedio para la enfermedad de este cuerpo.

Nota Importante: Si usted, amigo lector, no es un matemático de libros (aquellos que se aferran a, sólo, lo aprendido en los libros) y no siente temor de aventurarse por rumbos fascinantes pero desconocidos, entonces, le encantará este pequeño libro al leerlo, pues, está escrito para usted; debemos recordar que Albert Einstein nos dejó su teoría de la relatividad, gracias a que no sintió temor de transitar por rumbos desconocidos por todos.

Es el deseo del autor que este pequeño aporte a la matemática sea para enriquecerla más y no para generar polémicas; como sucede cada vez que aparece en el ámbito matemático una nueva visión de ésta. Aunque sé que, como dijo algún matemático una vez, dejar los caminos ya trillados y caminar por rumbos nuevos es bastante difícil para el ser humano, espero la mejor comprensión por parte del mundo matemático.

Dimas Herrera.
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CAPÍTULO 1

Subsanando el paraíso de cantor
1.1 Algunas Definiciones de la Teoría de Conjuntos

Una de las teorías matemáticas más ricas en aplicaciones es sin lugar a dudas la teoría de conjuntos debida al gran genio de Georg Cantor (matemático ruso) y la cual ha sido enriquecida a través de la historia por otros no menos grandes matemáticos. Acá nos ocuparemos de dar algunas definiciones de esta teoría las cuales se necesitarán para la demostración de la falsedad de la hipótesis del continuo; el cual es el objetivo primario de este capítulo. 

1.1.1 Definiendo al Conjunto A

Un conjunto A finito o infinito, aún cuando parece redundante, se denotará por
[image: image5.png]A=ixix<A)




Esta forma de denotar a dicho conjunto es la más adecuada para la demostración de los teoremas que acá veremos (Se supone conocido por el lector todo lo relativo a teoría de conjuntos).

1.1.2 El Cardinal del Conjunto A

El cardinal de un conjunto A es el número de elementos que posee dicho conjunto y se denotará por #A. En este trabajo todos nuestros conjuntos serán no vacíos.

1.1.3 Conjuntos Iguales

Dos conjuntos A y B son iguales si poseen los mismos elementos.
[image: image6.png]Es decir. 7 x=A. entonces, x = B o viceversa, y se tiene que A = B = {x/ x = A). De esta definicion se
tiene que la igualdad de conjuntos proporciona dos interesantes propiedades
P1) Conjuntos iguales implican cardinales iguales
SiA =B, entonces, #A = #B
Py) Cardinales diferentes implican conjuntos diferentes
Si#A=#B. entonces. A=B




1.1.4 Inclusión de Conjuntos. Subconjuntos

[image: image7.png]Un conjunto A estd incluido dentro de otro conjunto B sitodos los elementos de A estan en B. A un tal
conjunto A se le dice subconjunto de By se denota por A = B

Si se tiene que A= By B = A, entonces A = B. Un conjunto A siempre es subconjunto de él mismo
(=)

1.1.5 Subconjunto Propio

Si Ay B son dos conjuntos tales que A es subconjunto de B pero A =B, entonces, A es subconjunto
propio de By se denota por A = B. Esto indica que 3x / xB y x = A Observe que no puede ser que A= A,
pues se tendrd que 3x / x=A y x=A, lo cual es una contradiccion. Luego, un conjunto A no vacio nunca es
subconjunto propio de si mismo. Sin embargo. AcA, es decir, A es subconjunto de si mismo pero nunca
subconjunto propio

1.1.6 Funcion entre dos Conjuntos

Una funcién entre dos conjuntos Ay B es una aplicacion definida entre dichos conjuntos tal que a
cada elemento del conjunto de partida o conjunto dominio le comesponde una, y s6lo una, imagen en el
conjunto de llegada o conjunto codominio. Si el conjunto dorminio es A y el codominio es B, a una tal funcién
se le denota por f A — B

1.1.7 Funcion Inyectiva

Una funcion f-A—B es inyectiva, si 7x, y=A conx=y. entonces. f(x) = f(y). Ver en el capitulo 7 la mala
aplicacion. en el conjunto R, del contrameciproco de este enunciado

1.1.8 Funcion Sobreyectiva

Una funcion f- A — B es sobreyectiva si todos los elementos de B son imagenes de algin elemento
de A Al conjunto de imégenes de A por medio de f se le denota por f(A) y. cuando f es sobreyectiva,
entonces f(A) = B.





1.1.9 Función Biyectiva

Una función es biyectiva cuando es inyectiva y también sobreyectiva. Cuando una tal función existe entre dos conjuntos A y B, se dice que entre éstos existe una relación biunívoca y que, por tanto, ambos tienen la misma cantidad de elementos.

1.1.10 Potencia de un Conjunto

La potencia de un conjunto A es el número de subconjuntos de A. Esta viene dada por # P(A) = [image: image9.png]


, donde #A es el número de elementos de A. Observe que no es lo mismo conjunto potencia que potencia de un conjunto, ya que el conjunto potencia de A está dado por P(A) (Conjunto de partes de A).

1.1.11 Equipotencia de Conjuntos

Dos conjuntos A y B se dice que son equipotentes si tienen igual potencia. Como la potencia de A es [image: image11.png]


 y la de B es [image: image13.png]


, entonces, al ser [image: image15.png]


 = [image: image17.png]


, se tiene que #A = #B. Luego, se puede inferir que dos conjuntos son equipotentes si tienen igual número de elementos. De las definiciones de biyectividad y equipotencia de conjuntos, conjuntamente con el axioma de elección de la teoría de conjuntos, se infiere que dos conjuntos son equipotentes si, y sólo si, existe entre ellos al menos una biyección.
[image: image18.png]1.1.12 El conjunto f(A)
Si entre dos conjuntos cualesquiera Ay B existe f-A—B, el conjunto f(A) estd formado por todos los
elementos de B que son imagenes de algn elemento de A y se denota por
TA)={f(x)/x<A
Observe que. por la definicion de f(4), 7 A'= A, entonces, si f(x)<f(A) no implica que x<A', ya que
puede ser que x=A pero x=A" Sin embargo, para todo el conjunto A (conjunto mayor), si f(x)<f(A). entonces
x<A

1.1.13 Propiedades Intrinsecas del Conjunto f(A)

Para dos conjuntos cualesquiera A y B. si existe FA—B, el conjunto f(A) posee dos propiedades
interesantes las cuales son

P1) f(A) Nunca puede poseer més elementos que A

Esto se deduce de la misma definicién de f y f(A). ya que

T efA)sxeA
Y también
TH0.f) < F(A)/ FR)=f() >xy<Ayx=y

Por otra parte, el nimero méximo de imagenes que puede formar f a partir de A es #A y. por tanto, el
nimero méximo de imagenes en f(A) serd #A Como f(A) puede tener. 1, 2, etc.. imagenes. entonces # f (A)
<#A

Py) f siempre es una sobreyeccién de A en f (A)

Esto es asi porque todo elemento de f (4) es imagen de algin elemento de A

1.1.14 La Imagen Inversa del Conjunto f(X) = Y

Sea FX=Y con f(X) = Y. Laimagen inversa, £, de f(X) = Y se define como

£7HY) = xeX [ f(x)<Y).

Igual que lo visto para el conjunto mayor X en el conjunto f(X), también para el conjunto X se cumple
que X = £7(f(X)). En efecto, se puede probar facilmente que para todo subconjunto A de X se cumple que
A= f£7X({(A)). Pero cuando el subconjunto es el propio X se tiene, por la definicion de £~2(f(X)

wxef LX) = f(x)=f(X)
= xeX (definicion de f()

Entonces
45X = X
~L(f(X)). entonces, £71(f(X)) = X.

Como siempre se cumple que X




1.2 Falsedad de la Hipótesis del Continuo

A continuación, se presenta una serie de teoremas sencillos que nos demuestran que la conjetura de Cantor, conocida como hipótesis del continuo, es falsa.
 En dicha hipótesis se asegura que no existe un cardinal transfinito x tal que # N < x < # R.

Esta hipótesis se dio sobre la base de la igualdad de los cardinales de N, Z y Q. Igualdad que se demostró gracias a una supuesta biyección entre N y Z, y entre N y Q. Sin embargo, acá se demostrará que dichas biyecciones no pueden existir, a menos que la teoría de conjuntos sea una falsedad, lo cual no es así.

La idea de este trabajo no es detallar lo que significa la hipótesis del continuo; para quien desee detallar esto existe abundante literatura en el ámbito matemático. Acá sólo se pretende demostrar, con los mismos elementos de la teoría de conjuntos, que la cardinalidad de N, Z y Q son diferentes y que dicha hipótesis del continuo no es más que la camisa de fuerza que mantiene atada a la matemática a concepciones erróneas del infinito.

Nota: Las demostraciones acá se harán sólo para conjuntos discretos, aún cuando también valen para conjuntos continuos. Se usarán subíndices naturales en los conjuntos infinitos, acá tratados, bajo el supuesto que dichos naturales nunca se terminan; también, porque siempre se ha creído que todos los conjuntos infinitos, a excepción de R, son numerables. Al final de cada demostración se usará el símbolo ( el cual nos indica que la demostración concluyó.
[image: image19.png]1.21 Teorema 1.1 (#A = #B; £A->B; f(A) = B, f inyectiva)

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera con #A = #B. Si existe FA—B / f(A) = B. entonces f es
inyectiva

Demostracién

#A=#By B = f(A), entonces #A = #f(A) [l
Por (1), Ay f(A) son equipotentes. Luego. existe una biyeccion entre Ay f(4), es decir
GAST(A)/ gfA) = f(A) y g inyectiva @

Denotemos los elementos de A porx, iN. para gy pory, para f. Como g es inyectiva, entonces, para
cada par x; x.=A, X=X,y g(x) = g(x), existe también x,. x»=A con f(x¢) = g(x) y f(x:) = g(x). Porlo tanto, axc
¥ %» podemos llamarlos y. y y, respectivamente. Asitendremos, por (2)

9(A) = {glx) = flys). ... glx) = fly). .. } xi=x;sii=]. (3)

En g(A) de (3) estdn todos los elementos de A en forma de x; afectados por . Por lo tanto, también
estan en forma de y, afectados por f (porque cada y; = x.).

Sea ahora la hipétesis temporal

v vieA yi=yiy fly) = fiy) (=) @

Por (3) y () se tiene

9lx) = flx) = f(x) = g(x) con x; = x; ©)

Pero (5) contradice el hecho de ser g inyectiva. Como esta contradiccion se genera por a hipdtesis

temporal (4). se concluye que (4) es falsa y por tanto
Siyi=y, entonces. fly) = fy) 7y, yicA 6}

¥ por (6)
fes inyectiva .




Como consecuencia directa de este teorema se tiene el siguiente

1.2.2 Teorema 1.2 (f(A) = g(A); si f inyectiva, g inyectiva)

Sean f y g dos funciones cualesquiera con dominio en A y tales que f(A) = g(A). Si f es inyectiva, g es inyectiva (o viceversa).

Demostración
[image: image20.png]Se tiene

FAS(A) = g(A) y Finyectiva 1)
Por (1)y P de 1.1.13, f es una biyeccidn y. por tanto
#A = #f(A) = #9(A). @
Por (2)y la hipétesis
GA>GA) y #A = #g(A). @)
Por (3) y el teorema anterior
g es inyectiva .

Como consecuencia directa de la afimacion anterior se tiene

1.2.3 Teorema 1.3 (FA—>A; f(A) = A, finyectiva)

Sea A un conjunto cualquiera y f-A—Atal que f(A) = A Entonces f es inyectiva

En efecto. como A = I{A) siendo | la funcion identidad, entonces f(4) = I(4) con | inyectiva. Por el
teorema anterior  es inyectiva.

El teorema anterior nos dice que toda sobreyeccion de un conjunto en si mismo es una biyeccion. En
el capitulo 7 se verd porqué esto no es asi en funciones con el continuo. Sin embargo, todo lo anterior es
cierto para todos los conjuntos discretos o continuos siempre que sus elementos tengan (o se les asigne)
una existencia real (ver teorema 1.12).




1.2.4 Teorema 1.4 (#A < #B; f:A(B, f(A) ( B)

Si A y B son dos conjuntos cualesquiera tales que # A < # B y f: A ( B es una función cualquiera, entonces f (A) ( B.

Demostración 
[image: image21.png]PorP; de 1.1.13 se tiene

IO
Y por hipstesis
#A<#B
Por (1)y (2) tenemos que
fA)<#B

Por (3)y P2 de1.13
f(A)=B.




1.2.5 Teorema 1.5 (f:A(B sobreyectiva y no inyectiva, # A > # B)
[image: image22.png]Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera. Si existe una funcion f:A—B Ia cual es sobreyectiva, es decir,
f(4) = B, y f es no inyectiva, entonces. se cumple que #A > # B.

Demostracion:

Sea A=/ f (4)= By f es no inyectiva.

La cardinalidad de A puede ser:

)#A=#B, i)#A<#B6 i) #A>#B

Si sucede i, entonces, como f(A) = B, por el teorema 1.1, f es inyectiva: lo que contradics a la
hiptesis. Luego. no puede suceder i. Si sucede i el teorema 1.4 nos asegura que. para toda funcién f de A
enB.  (4) = B y esto también contradice a la hipétesis: por tanto, no puede suceder i. Como tnicamente
queda la posibilidad ii, se concluye entonces que #A > #B. ¢

126 Teorema 1.6 (# 2 > #N)

El cardinal de Z &5 mayor que el de N

Demosracion:

Sea la funcién Z->N definida por.

n,sinz0
fm= [—n,sin < n]

En esta funcién, laimagen de los enteros positivos son los naturales y Ia de los enteros negativos sin
€1 0 son también los naturales sin el cero: por tanto, es una funcion sobreyectiva (f (Z) = N) y. como f (n) = f
() siendo n=-n, 7 n = 0, dicha funcion es no inyectiva. Por el teorema anterior se tiene que #Z> #N. ¢




1.2.7 Teorema 1.7 (# R > # Z)

El cardinal de R es mayor que el de Z

Demostración:
[image: image23.png]Sea la funcion R - Z. definida por
n,5ines entero
f) = {[n],si nno es entero,
Acéf(R)=Zy f es no inyectiva. Luego. por el teorema 15, #R > #Z
Asi, de una manera sencila se ha demostrado que Ia hipGesis del continuo es falsa, pues. hemos
probado que # N < #Z < #R. s6lo utiizando la misma teoria d Cantor

}. donde [n] es la parte entera de .




Los 7 teoremas anteriores nos inducen a subsanar el error que existe en toda la teoría de conjuntos. Pues, no se puede tener la gran contradicción de ser # Z > # N, por una parte y, por la otra, # Z = # N. Ahora bien, la misma teoría posee elementos suficientes que le permiten limpiarse de toda contradicción. Esto lo veremos en los siguientes teoremas.

1.2.8 Teorema 1.8 (A( B, # B > # A)

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Si A es un subconjunto propio de B, se tiene entonces,  # B > # A.

Demostración
[image: image24.png]Seaf B — A definida por
xVXEA
@ = [a € 4,Vx o
Debemos probar que f asi definida es sobreyectiva pero no inyectiva. Veamos
Como B = A C. siendo C el conjunto de todos los elementos de B que no estén en A, y A = B, por
propiedades ya demostradas se tiene que

1(B) = f (AC) = f(A)A(C). @
Ahora bien, por (1) se tiene
TxeA, (9 = x @
Y. ademis
7x<C. f (x) = <A @
Entonces. por (3) y la definicion de conjunto A
f(8) = (x/x <A} = A 6}
Por (4) tenemos
fiC)={a}=A ®)
Por (5) y () se tiene
f(C) = fiA). @
Por@)y (1)
AAC) = T (4) ®
Por (2). (8)y (5)
B =A ©

Por consiguiente, f es sobreyectiva. Como el elemento & < A es generado por un elemento x < A (por
x=28)y portodoslos elementos x = A, entonces f es no inyectiva. Se concluye. por el teorema 15, que # B
>#A e




1.2.9 Teorema 1.9 (A( f (A), f (A) = A)

Sea A un conjunto cualquiera y f:A(f(A) una función cualquiera tal que A( f(A). Entonces, f(A) = A.

Demostración.
[image: image25.png]Supongamos que f(A) = A: entonces. tendremos que A= f(4) y f(4) = A Por o tanto. A es un
subconjunto propio de f (4) y. por el teorema 1.8, # f (&) > # A Pero esto contradice a P; de 11.13. Como la
contradiccién provino de suponer que f(A) = A, entonces f(A) = A

Por todo lo anterior. se tiene

<fA)y fiA) = A [}

Por consiguiente,

fR)=A .

1.210 Teorema 1.10 (Ac B, f(A) # B)

Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera tales que A s subconjunto propio de B. Entonces, para toda
funcién A—B,  no es sobreyectiva

Demostracién

Como A<, porteorema 18

#A<#B o)
Por (1), ser fA=B y teorema 14
& =8 @

¥ por 2).
10 es sobreyectiva .




El teorema anterior nos asegura que nunca existirá una sobreyección de A hacia B si A es un subconjunto propio de B. Por lo tanto, tampoco podrá existir una biyección ni de A hacia B, ni de B hacia A. En consecuencia, la mal llamada biyección entre N y Z no es tal.

1.2.11 Teorema 1.11 (#N > #N*)

El cardinal de N es mayor que el de N*.

Demostración
[image: image26.png]A

Sea la funcién f: N — N" definida por
m,sin > 0
FO) = lsin n]
Esta funcion asi definida es sobreyectiva pero no inyectiva (compruébelo). Por el teorema 1.5, # >
.
Como Ny N* sélo difieren en un elemento (¢l cero), enfonces
#N=#N"+ 1 (al sumar el elemento cero aN')
De donde se tiene.

EN=#N-1 0]
Como #N = Xo, se tiene por (1) que

#N = o -1 @
Como #N > # N, entonces se tiene que

No>No—1 @

De lo anterior. tenemos que el itimo natural es X~ 1: porque Xs es el primer transfinito y es mayor

que cualquier natural. Esto es I6gico, pues. para que los transfinitos comiencen. los infinitos tienen,
forzosamente, que finalizar. En consecuencia, podemos asignarle un simbolo a nuestro dtimo natural. Acd

se tomard X —





1.2.12 La Aparente Biyección Entre N y Z

Sea  la función entre N y Z definida de la siguiente manera
[image: image27.png]1 sines impar.
fiNoZIfin)=] 2

2 sines par.




Esta función así definida es la pretendida biyección entre N y Z con la cual se asegura que estos conjuntos tienen igual cardinalidad. Ahora bien, el teorema 1.9 nos asegura que entre N y Z no puede existir ninguna biyección. Como esta función es inyectiva, entonces dicha función no es sobreyectiva. 

Analicemos la no sobreyectividad para el caso n impar en la tabla que sigue:
[image: image28.png]En a tabla anterior se tiene a las preimagenes en la parte superior y a sus imagenes en la parte
inferior. Veamos lo que sucede si truncamos el proceso en un determinado n de |

Si truncamos el proceso en el 5 de |, notamos que el 5 también estd en Z'., porlo que el 4y el 5 no
tienen contraimagen. Si el proceso lo truncamos en 9, por ejemplo, entonces quedan sin contraimagen los

nimeros 6. 7, 8y 9. En general. si el proceso es truncado en un nimero n cualquiera, entonces quedan sin
Wil n1

contraimagen una cantidad de elementos que esté dada por n ~ "> = 2= En conclusién, si f generaa Z'.

a partr de |, serd porque Ia diferencia anteriomente obtenida se convierte en cero. Es decir, cuando n es
infinto se tiene que “—— = 0, de donde = = 1. lo cual es absurdo.





Otra forma de disponer la tabla anterior es la siguiente:
[image: image29.png]Si truncamos el proceso en 3, obtenemos los siguientes conjuntos: Dominio = {1, 3}y Rango = {1, 2},
donde un elemento (el 3) no estd en el rango, es decir D= Igualmente sucede si truncamos en 5. Se tiene
D={1.3 5y Rr={1 2.3 Un elemento de D no esté en R De igual manera, si truncamos en 709, se
tendré en D dos elementos que no estan en R;. Si lo hacemos en 110 13, se tendrdn tres elementos de D
que no estén en Ry En general, se tiene

Truncamiento: 2n+162n+3(1=13.5 etc)

Consecuencia' 2n+1>n. (1) y 20+3>n+2 (@)

Como n+2 es la imagen de 2n+3. tanto de (1) como de (2) se tiene Ia diferencia
IS nil amisil owharl . mel

B ] B 2
Lo anterior nos dice que al truncar en 2n + 16 2n + 3 siempre se tendré que el conjunto Domirio tiene.
2 clementos que no estén en el conjunto Rango (R). En consecuencia, sif genera a Z°, a partr de | para
que se cumpla que | = R; esta diferencia se debe converii en cero. Es decir, cuando n es infinito, se debe
tenerque% =0, lo cual es absurdo y, por tanto, el conjunto Dominio nunca es subconjunto del Rango.

Por todo lo anterior. f genera a un conjunto & = Z.. a partir de Iy, por consiguiente, no es
Sobreyectiva. Andlogamente se procede con el caso cuando n es par. Queda asi comprobado el teorema
110, e cual nos asegura que entre dos conjuntos A y B no hay biyeccion si uno es subconjunto propio del
otro

Otra forma no de comprobar sino de probar que la biyeccion en cusstion no es tal es Ia siguiente
(recuerde que o representa al ttimo natural)

(©21 5i w es impar (a)
Sin=ao, entonces flo)={ *
—2, siwespar (b)
w1
Si se da (s), entonces, - < o ~ n, para todo n finito (porque o~ 2n > 1 para todo n finito). Porlo

tanto, el intervalo natural de Z*.. [ ~ n. o] no posee contraimagen por medio de - en el conjunto . Con
parecido razonamiento se puede probar que f no es sobreyectiva si sucede (5). En conclusion, la funcion en
cuestion no es sobreyectiva.

Alser #N° = Xo 1= @, entonces, #Z = 2K ~ 1 (compruébelo)





1.3 Propiedad de Dilatación o Contracción de los Puntos

Sabemos que el punto carece de existencia real, es decir, así como el universo nace de la nada, también la Geometría nace de la nada. Por esta razón, los puntos poseen unas propiedades que no se pueden notar cuando las ponen en práctica. A estas propiedades se les llamará propiedad de contracción y propiedad de dilatación y consisten en que, los infinitos puntos que están en un segmento cualquiera, pueden entrar todos (en sentido figurado) en otro segmento de mayor o menor longitud, dilatándose o contrayéndose respectivamente. Sin embargo, es un error afirmar que dos segmentos cualesquiera poseen la misma cantidad de puntos, tomados dichos puntos como entes con existencia real, si dichos segmentos posen longitudes distintas. Veamos la demostración de esto.
[image: image30.png]1.3.1 Teorema 1.12 (CD>A4B, # CD > # AB)

Si dos segmentos AB y TD no son congruentes, entonces, el de mayor longitud tiene mayor
cardinalidad, tomados como conjuntos de puntos

Demostracién

Sean AE. CD y TD > AB. Hagamos la siguiente construccion ausilar

Figll

Enla figura 1.1, se ha colocado CD | | AB y se ha trazado EB| | CA

Sean ahora, Py (CD) el punto késimo de TD y P. (AB) el punto késimo de AB, tales que
B, (CD)R,(AB)| |TA. Con esta notacion ya especificada, formemos ahora la siguiente aplicacion f: TD —
AB, definida por

%, (AB) 51 B (CD) € &
’("*@”'{ B,518,D) € D }

(Aca (E)D significa que E = ED)
Esta funcion asi definida es sobreyectiva, ya que f(CD) = AB. pero es no inyectiva, porque f (E)
(D)=B siendo E=D. Porelteorema 15, #CD > #AB. +





Veamos ahora el serio problema en el cual nos meten las propiedades de contracción y dilatación de los puntos.

1.3.2 La Unidad a Diferentes Escalas

[image: image31.png]Sean dos segmentos paralelos de diferentes longitudes y representando ambos a la unidad (fig. 1.2).
alos cuales llamaremos 0T menor (segmento de color verde) y 01 mayor (de color rojo)

Tpe

Figl2





Como ambos representan a la unidad (en diferentes escalas), cometemos el error de decir que ambos contienen la misma cantidad de puntos, es decir, que como conjuntos de puntos son equipotentes. Pero el teorema anterior nos dice que ello no es así. De manera que algo anda mal en nuestra forma de ver la realidad.

La pregunta es ¿qué es lo que realmente sucede? La respuesta es “la propiedad que tienen los puntos geométricos de dilatarse y contraerse”. 
[image: image32.png]En efecto, observemos que en 0T mayor hay un punto x tal que O es congruente con 0T menory.
por tanto, ellos son equipotentes: como lo afimna la biyeccién f: 0 — 0 definida por f(x) = x. Esta
biyeccion (la biyeccion paralela) nos indica que en 0T mayor esté el real 1 en dos posiciones distintas, lo
cual es absurdo. Ahora bien, obsérvese que desde el punto P salen rectas que pasan por cada uno de los
puntos de 0T mayory. por ende, por cada punto de 0T menor. Esto nos indica que los puntos de 0x, que
son imagenes de 01 menor. se ven obligados a dilatarse y. por tanto, el punto x llega a ubicarse en la
posicin del 1 de O mayor. Esa es la realidad de lo que sucede

De todo lo anterior ain queda algo por aclarar. Si se acepta que tanto la biyeccion entre 0T menory
0x. y entre 0T menor y 0T mayor son biyecciones algebraicas, entonces nuestras matematicas estan muy
mal, pues se tendria que 0T menor y OT mayor son a la vez equipotentes y no equipotentes. En
consecuencia, ambas no deben ser biyecciones algebraicas. por lo tanto, estamos obligados a dar las
siguientes dos definiciones




1.3.2.1 Biyección Geométrica

Es la biyección galileana (en honor a Galileo quien fue el primero en observar esto) que existe entre los conjuntos de puntos geométricos. 
[image: image33.png]Ejemplo de ello es la biyeccién entre 0T meror y O mayor dada a partr de P del apartado anterior.
Obsérvese que si acercamos P hacia 0T menor. O1 mayor aumenta de longitud, es decir. los puntos
imagenes de OT meror se dilatan en una proporcion mayor. Si. por el contrario. lo alejamos. 0T mayor
disminuye. Es decir, los puntos imagenes de 0T meror sufren una dilatacién en menor proporcin




1.3.2.2 Biyección Algebraica

Es la biyección cantoriana (en honor a Cantor, padre de la teoría de conjuntos) que existe entre conjuntos cuyos elementos tienen (o se les asigna) una existencia real. Ejemplo de ellos son las biyecciones entre conjuntos numéricos.

Para concluir este capítulo se debe decir que el gran geómetra Euclides de Alejandría sí tuvo razón al postular que “El todo es mayor que cualquiera de sus partes”. Y ha sido la teoría de Cantor la que nos ha permitido deducir este hecho.

CAPÍTULO 2

La racionalidad de los irracionales
2.1 Lo Contradictorio del Número Irracional
[image: image34.png]Desde que los pitagéricos descubrieron que el nimero v/ no podia ser la razén de dos nimeros
enteros 2y b se ha tenido en nuestra matematica a los nimeros como éste como nimeros irracionales.
Sin embargo, también decimos que un ndmero de la forma

Mm@ 8
Siendo m la parte entera y las & (=N) cifras que no se repiten periédicamente, es imacional




Esto permite encontrar algunas contradicciones dentro de nuestra matemática. 
Antes de ver estas contradicciones, veamos los siguientes teoremas donde se admite que el lector conoce todo lo referente a la teoría de grupos.

2.1.1 Teorema 2.1 (Composición de infinitos elementos de un grupo)

“La composición de un número infinito de elementos de un grupo (G, *), que posee infinitos elementos, es otro elemento de dicho grupo”.

Demostración:
[image: image35.png]Sean x:. Xz,.., %»... infinitos elementos de un grupo (G. *). Entonces se tiene que

1 = Gy = (G. *) (por hipétesis)

Gi*x2= Gz = (G. *) (por ser composicion de dos elementos de dicho grupo).

Gz *x3 = G = (G. *) (por la misma razon anterior).

Supongamos que esto es cierto hasta un 1 cualquiera, es decir

e %o = Gy = (G. ) (Supuesto).

Entonces para el racional con el siguiente de 11 como subindice se tiene

G * Xru1 = Gt = (G, *) porque Gn = (G, *) en el Supuesto y xe.: = (G. *) en la hipétesis. Luego, al
suponerlo cierto para un 1 cualquiera, también es cierto para i+ 1. Por el principio de induccién completa,
esto es cierto para todo n natural, y como los naturales son infinitos, entonces queda demostrado que la
composicién de una cantidad infinita de elementos de un grupo (G, *) es otro elemento de (G, %) +




2.1.2 Teorema 2.2 (Suma de infinitos racionales)
[image: image36.png]“Todo niimero racional 3. s Ia suma de una cantidad infinita de racionales distintos”.
Demostracion:

En efecto, &l nimero 3 & Q se puede escribir en la forma

+
1 e





La suma anterior la puede comprobar el lector con la fórmula para sumar los infinitos términos de una serie geométrica cuando el valor absoluto de la razón es menor que uno.

Ahora, veamos dos expresiones que, por los teoremas anteriores, son contradictorias entre sí.

2.1.3 Dos Expresiones Contradictorias
[image: image37.png]Sea el nimero m,a:@, &, donde las infinitas cifras & son naturales (0.12.. 6 9) distintos y los
cuales no se repiten periédicamente. Entonces se tiene

@i G, G L an
Ymam g =meEeiEd bt Bt

Sea ahora el mismo nimero anterior donde se ha sustituido a cada cifra & por una cifra (digito)
constante & =0

o, @ o oy
smefis gy S R
A maden. o =m+iE ekt bt St

iracional

=m+ = racional




La expresión 1) se contradice con el teorema 2.1, ya que el conjunto Q es un grupo infinito para la suma. Por otra parte, la expresión 2) es algebraicamente igual que la 1), puesto que son sumas de infinitos elementos de Q. En consecuencia, no puede ser que una es irracional, incumpliendo con el teorema 2.1, y la otra racional, cumpliendo con dicho teorema. De manera que algo en nuestra matemática no anda bien, y corregir esto es el propósito de este trabajo (ver la racionalidad de m,a1a2…an… en el apartado 2.4.5).

2.2 La Presencia de Enteros Infinitos en Z

Veremos ahora que en el conjunto Z de enteros existen números que poseen una cantidad infinita de cifras sin que por ello dejen de ser enteros. En efecto, como el conjunto Z dotado de la adición es un grupo infinito, entonces, al sumar una cantidad infinita de elementos distintos de Z nos aparecerá un elemento de Z que posee un número infinito de cifras. Que existen estos enteros con infinitas cifras lo podemos ver en el siguiente teorema.

2.2.1 Teorema 2.3 (existencia de enteros infinitos)

“Existen enteros que poseen un número infinito de cifras”.

Demostración:

Supongamos por un momento que el último de los enteros positivos (o último natural) tiene una cantidad finita n de cifras.

Se tendrá entonces que la expresión dada a continuación es un entero

999…(n nueves).                                             (1)

Sumando en (1) el entero 1 se tiene

1000…(n+1 cifras).                                         (2)

La expresión (2) tiene n+1 cifras por tener n ceros más la cifra 1.

Entonces, la expresión (2) no es un entero porque tiene n+1 cifras.

Pero esto contradice la definición del grupo (Z, +), pues, a un entero finito le hemos sumado un entero finito y se obtuvo un número no entero. Como esta contradicción provino de suponer que el último entero positivo tiene una cantidad n finita de cifras, se concluye que esto es falso y, por tanto, existen enteros con infinitas cifras. (
A los enteros que tienen una cantidad infinita de cifras se les llamará enteros infinitos y se les denotará acá por a(i), b(i), etc., y, ¡ojo!, pertenecen a Z.

2.2.2 ¡Un Racional Irracional!

Sabemos que Euclides demostró que los números primos son infinitos. Esto quiere decir que existen primos con infinitas cifras. Veamos la siguiente razón de dos enteros a la cual llamamos, erróneamente, irracional.
[image: image38.png]Sea () un nimero primo infinito y 5() un natural infinito el cual es primo relativo con () y tales que
&) < (). Entonces la fraccién % ala cual llamaremos fraccion infinita, sera un ndmero real con infinitas

cifras decimales las cuales no se repiten periodicamente, o si lo hacen, su periodo ser infinto, pues de lo
contrario, se tendria una fraccion finita igual a una fraccién infinita, lo que seria un absurdo




En consecuencia, se tiene que la razón de dos números de Z, la cual es racional por definición, es a la vez irracional, es decir, tenemos lo que se ha titulado ¡un racional irracional!
[image: image39.png]22,3 EI Namero lim,,_..(;;)

Se demostrard ahora que el nimero lim,, .. () no es el cero absoluto, como se ha creido siempre

sino un cero que acé se llamara cero residual y se denotard por 0(res). Veamos
Sea [a. 5] un intervalo real de longitud unidad, es decir, b= & +1. Sabemos que la semisuma de 2y b

= aty
es también un nimero real y esté exactaments en e punto medio del segmento ab. Esto es asi porqus 22

= ¢, de donde se obtiene que b~ 6 = G — &, es decir. ¢ esté ala misma distancia de & que de b. Al aplicar
semisuma por primera vez a los nimeros & y b se tienen los dos intervalos que vemos en la figura 2.1

—_—

a S
Fig 2.1

1
La distancia o longitud de cada uno de estos dos intervalos es d; = 3
Si a cada uno de los dos intervalos obtenidos anteriomente le aplicamos nuevamente semisumas.
T
obtendremos dos nusvos nimeros reales y cuatro intervalos cada uno de ellos de longitud dz = 3 (fig 22)

R
a S 52 S b

Fig. 2.2

Si aplicamos semisumas nuevamente (por tercera vez) a cada uno de los cuatro intervalos.
1
obtenemos ocho nuevos intervalos cada cual de longitud d; = 35 Cuando el mismo procedimiento s ha

1
efectuado n veces, se habran obtenido 2" intervalos cada cual de longitud d, =




Ahora bien, sabemos que todas las semisumas que van apareciendo en cada nueva operación son números reales distintos. 
[image: image40.png]En consecuencia, cuando el mismo procedimiento se ha efectuado una cantidad infinita de veces,

habremos obtenido una cantidad infinita de nimeros reales distintos y una cantidad infinita de intervalos
: )

cada uno de longitud lim,_,

. Como cada uno de esos nimeros reales son semisumas distintas.

entonces, para la semisuma i-6sima, S, y la siguiente S.:. se tiene que S.; — S, = 0(abs). pues. si la
diferencia de ellas fuese el cero absoluto (neutro de Ia adicion en R) serian todos ellos nimeros reales

iguales, y sabemos que esto no es asi. Como Su: — §: = lim, _.. (3). queda, por tanto, probado que
lim, .. () =0(cbs). ¢
Por todo lo visto anteriormente, podemos afirmar que cuando en el intervalo de nimeros reales [5, £]

se tiene que & y b son racionales. por ejemplo el intervalo [1. 2], entonces, la aplicacion indefinidamente de
semisumas a dicho intervalo nos dard que

Lim, .. (35) = O(res) = racional

22.4El namero 10=
Se probard ahora que el nimero 10= es equivalente al nimero 999.__ (infinitos nueves). En efecto

1=09=0999__ (infinitos nueves) (1)
Pero
_ 999, (ininitos nueves)
0.999...nfinitos nueves) = 2Rl e e @
Por (2)y (1) se tiene
559, (infinitos nueves
- i ) o)

= 1000..infinizos ceros)
¥ por (3)
10==1000... (infinitos ceros) = 999._. (Infinitos nueves).




2.2.5 Enteros Infinitos Consecutivos

Veamos ahora cómo se obtienen enteros infinitos que difieran en una unidad. Sabemos que si se tiene

3 < 4.

Entonces colocando la misma cifra x a la derecha de cada número se tiene

3x < 4x (por ejemplo, 37 < 47)

Cuando se hayan colocado una cantidad infinita de cifras a la derecha de cada número se tendrá que sigue siendo

3xyz… = a(i) < 4xyz… = b(i)

Ahora coloquémosle cifras a los mismos números 3 y 4 pero por la izquierda. Se tendrá entonces

3 < 4.

x3 < x4 (por ejemplo 23 < 24)

xyz3 < xyz4 (por ejemplo 9723 < 9724)

Obsérvese que siempre se tiene la cantidad de la derecha mayor en una unidad que la de la izquierda.

Cuando se hayan colocado la misma cantidad infinita de cifras a la izquierda de cada uno de estos números, tendremos dos enteros infinitos que difieren en una unidad, es decir, el de la izquierda será a(i) y el de la derecha será a(i) + 1. Teniéndose que siempre será
[image: image41.png]() < 360 + 1
Esto ya se habia visto en el capitulo 1 donde se demostré que X > o





2.3 Fracciones Racionales Infinitas

Una vez que ya se sabe de la existencia de los enteros infinitos, se puede demostrar que números como [image: image43.png]


, por ejemplo, poseen una fracción racional infinita; que el logaritmo de un racional cualquiera es racional; etc. Veamos.

2.3.1 Sobre la Fracción Infinita de [image: image45.png]



[image: image46.png]Sabemos que 1< V2 < 2. entonces, efectuando semisumas indefinidamente alrededor de V2
obtendremos a dicho nimero (ver apartado 2.4.3). La primera semisuma es
)
B SEREEENGAL)
Acé, los nimeros que estamos sumando, que son el 1y el 2. aparecen entre paréntesis. y los
nimeros antepuestos son los coeficientes que nos indican cudntas veces se toma dicho nimero

Como 1< V2 < S, hallemos la semisuma de 1y S: la cual es

it
1+
S e 0ue E s )
Como S; < V2 < S1. hallemos la semisuma de S: y S la cual es
5515 - 200 | 30 WS 5. 30

Como S: < V2 < S1. hallemos la semisuma de S y S, la cual queda

Cswere
S¢=TE =22 143755 V2. 0)

Como S: < V2 < Ss. hallemos la semisuma de S: y S la cual queda
§,= 208G _ 4 4065« V3 ()

=





Con estas cinco operaciones de semisumas se está listo para generalizar a n operaciones. Para ello veamos que el denominador siempre es 2n. Al observar los coeficientes en (A), (B), (C), (D) y (E) se tiene que la suma de ellos es siempre igual al denominador. Esto se puede probar de la siguiente manera.

Llamemos a(n) al coeficiente del 1 y b(n) al coeficiente del 2. 
[image: image47.png]Supongamos que la suma de estos coeficientes es 2" hasta un determinado n. y probemos que
también los coeficientes de S,.; suman 27" Se tiene, para 1<k < n que
a(n) + bn) = 27 [l
an-K +bn-K =2k @
Supongamos también sin pérdida de generalidad que S, _« < V2 < S,. Entonces la semisuma de So.
ySres

20 , SO0 KD 4, g s

(a2 ()D)+ 2o (ni)+ b)) @
F

La suma de los coeficientes del 1y el 2 en (3) es

24a(nK) + a(n) + 2°b(nk) + b(n) = 2a(nK) + BK] + a(n) + bn)=24(2" =) + 20

i Ny L
De todo lo anterior, la semisuma enésima es
5= SODDD oy p =2 1)

De (4) se tiene que.

s(n) = 2° - bl ©
Al sustituir (5) en el numerador de S, y simplificar se tiene.

so=1+ 2 ®
Aplicando limite al infinito se tiene que

VE=1+lim, . (5) @
como lim, .. (X2) = :3: entonces

V2 % =a .

Donde cf) = b() + ).




Ahora bien, obsérvese que (7) lo podemos escribir
[image: image48.png]- ®
Y de (8) et

V2-1=lim, L (5 ©
b
b 4142...(infinitas cifras) (10)

Por (9) y (10) se tiene que
4142 (infinitas cifras) = im,,_,., b(n)5" = a() (entero infinito).
De todo lo anterior, V2 posee una fraccién racional infinita.




Nota: Decir que n tiende a infinito es decir que se convierte en un natural con infinitas cifras. Pero son muchos los naturales con infinitas cifras. De manera que la operación termina una vez que se tenga un natural infinito cualquiera.

2.3.2 El Logaritmo Natural Como Fracción Infinita

Ahora veremos la forma de obtener el logaritmo natural de un número mayor que uno como fracción racional infinita.
[image: image49.png]Sabemos que para todo & > & se tiene, para todo n >1

a>e )
Porlo tanto, cuando n es un entero infinito
a0 > e, @
Por otra parte, para todo p natural finito
0 < e, @
De (2) y (3) se tiene que. en el intervalo (o, (i), existe un natural infinito b() < a(i) para el cual
30 = o) @
Al aplicar logaritmo natural en (4) se tiene
Ina=22 .

EG)




Si a es un número entre 0 y 1 se puede escribir de forma (p / q) y aplicar lo ya visto. Para logaritmos en otras bases se procede de forma análoga.

2.3.3 El Número e Como un Racional

El número e, base de los logaritmos naturales, se puede obtener como una fracción infinita de la siguiente manera.
[image: image50.png]e=triela et len 0]
La suma de los primeros n témminos de (1) es
P S P A N R T
R @
Ellector puede comprobar facilmente que para obtener a e..: basta con muliplicar tanto al numerador
omo al denominador en (2) por 1+ y lusgo sumar 1 al numerador.
Ahora le damos un valor a n, por ejemplo 11, y luego obtenemos exz, exz, etc.

ey = 205112 _ ) 718281826... (Ocho decimales exactos a los de €. @
Son1sa00
o = QOSSN 10A4S _ p 745518262... (Nueve decimales exactos). (4)

(3551680012 479001600
(1302061345 1341 _ 16326757486

e
727 TGarsoots00s | 6227020800

=271826162844 __ (Diez decimales exactos). (3)




Continuando de esta manera, cuando n es suficientemente grande, se obtiene a e como una fracción racional infinita. (
Ahora bien, cuando n es suficientemente grande, a e lo llamamos, erróneamente, irracional.

Ya el lector estará suficientemente claro que los llamados números irracionales no son otra cosa que números racionales de fracción generatriz infinita, es decir, fracción generatriz formada por enteros con infinitas cifras. Sin embargo, la definición de racional nos dice que un número es racional si es la razón de dos números de Z, sin importar el tamaño de éstos. Pero los irracionales hasta ahora vistos son razones de dos números de Z. Por lo tanto, amigo lector, ¿sigue pensando que nuestra matemática anda bien?

2.4 Teoremas Que Determinan la Inexistencia de Irracionales

Se presentarán ahora dos teoremas que son contradictorios si se sigue aceptando que los mal llamados irracionales existen.

2.4.1 Teorema 2.4 (Semisumas de a y b que tienden a a)
[image: image51.png]Sea el intervalo [s. 5] de nimeros reales y sean
atb o _ats,

$:=92 5= .8
Entonces. cuando la operacion de semisumas se hace indefinidamente. el limite es &
Demostraci
Se tiene que
e
ety 522 ety Tatp
si=%% s, = s

Se puede probar facilmente. al igual que e 231, que

o - Gvate_

3 =s

=
Por lo tanto, cuando n tiende a infinito, y aceptando lo que todos tradicionalmente aceptan, que

" B

lim,, ... (37) = O(ebs). se tiene.

lim, .5, = .




2.4.2 Teorema 2.5 (infinitas semisumas mixtas)

Definiremos semisuma mixta a la semisuma de un racional y un irracional y es sumamente sencillo probar que 

“Toda semisuma mixta es siempre irracional”.

Demostración:
[image: image52.png]En efecto, sea r el nimero racional e / el imacional. Sabemos que ; = irracional. Veamos que también
la suma r+ = irracional ain cuando la efectuemos infinitamente.

Sear=j emonces r=3h i it i

(inacional) = 1+ ;5 + i um,+ o iyt Al sumar | con el primer término s tiens [ +

s (racional). Luego ir + ooz = iz (imacional). y asi sucesivamente. Una vez efectuada la operacién

- al sumar i ar se tiene i+ 1

B =
i
con todos y cada uno de los infinitos racionales se obtiens: i + r = | (imacional). Por lo tanto, -~

irmacional. ¢




Ahora, veamos que los dos teoremas anteriores son contradictorios. Para ello, hagamos b irracional y a racional en el teorema 2.4. Dicho teorema nos asegura que el límite es a (racional). Pero el teorema 2.5 nos dice que este límite no puede ser racional porque ninguna semisuma mixta es racional. Para comprobar que este límite no puede ser racional, analicemos las infinitas semisumas en sentido inverso y veamos que si la última semisuma en el infinito fuese racional se tendría
[image: image53.png]= racional. Pero entonces

ats,
2

5, =TS
z

Soi= = racional y, por tanto

De esta manera vemos que, si continuamos el proceso inverso indefinidamente, se tiene que Sy, por
ende b, es racional (porque S: = (& + 5)12) - lo cual es una contradiccion




Así, los dos teoremas son contradictorios si los irracionales existen.

2.4.3 En el Proceso de Semisumas en [a, b] no Quedan Huecos

Al efectuar el proceso de semisumas en [a, b], alguien podría inferir que en dicho intervalo quedan números reales a los cuales no se les puede llegar con el proceso en cuestión. Demostraremos acá que cualquiera que sea el real r([a, b], éste se consigue con el proceso de semisumas.

[image: image54.png]En efecto, el teorema 24 nos asegura que. en el intervalo [2, 5] lim, .. S,
semisumas hacia &)

Ahora bien. en la figura 2.3 se tiene representado un nimero  cualquiera de [a, 5] y las S son
semisumas

& (al aplicar

Fig 23

La longitud del intervalo [S:, 7], el cual contiens a 7, es igual a Ia longitud de [a. :]. Si seguimos
aplicando semisumas a cada nuevo intervalo, siempre Ia longitud del primer intervalo [2, S:] serd igual ala
longitud del intervalo [S, S..1] que contenga a r (fig. 2.4)

g Sy

En consecuencia, cuando hayamos encontrado al extremo &, también habremos encontrado al
ndmero . Ya que al encontrar a 2 se tiene (al estilo tradicional) longitud de [a. i = 0 (teorema 2.4), y
también fongitud de [S, S = 0: siendo [S, S el intervalo donde esté ubicado r. Se concluye que sea cual
sea el nimero real r de [, 5], siempre serd encontrado al aplicar semisumas





2.4.4 Teorema 2.6 (1er teorema de la Inexistencia de Irracionales)

Hemos visto una serie de contradicciones acarreadas por la existencia de los números irracionales. Sin embargo, ya estamos preparados para demostrar que dichos números no existen y, por lo tanto, todos los reales son racionales. Enunciemos entonces el primer teorema concluyente de la inexistencia de dichos números.

“En el intervalo [1, 2] no existe ningún número irracional”.

Observe el lector que el teorema se ha enunciado para el intervalo [1, 2]. Esto es debido a que todo irracional es de la forma 
[image: image55.png]i=mae an
Siendo m la parte entera Por lo tanto, el nimero |
dicho intervalo. Asi. si | no es imacional, tampoco o es i

—m + 1 también es irracional y pertenece a

Demostracion:
En el apartado 2.2.3 se obtuvo que
Tim,, .. (57) = 0(z0s). [
Y. ademds
" 1
Sui- 8= lim, (30 @
Como en (2) las semisumas S.: y S, son ndmeros racionales, entonces
lim, .. () = racional @
Y por lateoria de limites se tiens de (3)
lim, _,_. 2™ = racional. @
Por (4), para b(r) < 2 un natural que crece con n
lim, .. b(n) = racional 6}
Por @)y (5)
" o0 _
lim, .. 22 = racional 6}

Sea ahora i un iiracional cualquiera tal que i=[1, 2] nuestra hipétesis temporal. Entonces, al cambiar
a2 pori en la expresién (7) del apartado 231 se tiene que

Por (6) y (7) se tiene que

+ racional = racional ®




Por (8) y nuestra hipótesis temporal, se tiene que i es irracional y a la vez racional, lo cual es un absurdo. Como esto provino de suponer que en el intervalo [1, 2] existe un irracional, se concluye que esto es falso y, en consecuencia, los irracionales no existen. (
2.4.5 Teorema 2.7 (2do teorema de la inexistencia de irracionales)
[image: image56.png]“El nimero m,:@;35...8,.... siendo m entero y las infinitas cifras & no periédicas, es un nimero
racional lamado eméneamente imacional”

Demostracion:

Sea el nimero X = m,a:23s.. & donde m es la parte entera y las cifras decimales son infinitas y
no periédicas. Entonces

o, e & a
sG 0,0, o
X=m e 07 a
Cambiemos cada cifra en uno por un digito constante & (del 12l 9). con lo cual se tendrd
RN o
emel S, S, S, o
YemeZte oo - racional.  (2)

Sabemos que (2) es racional, por lo tanto, tomando al azar una parte infinita de esta igualdad y
suméndola se tiene (Z es una parte de (2))
2= Fekeike +7ke = racional @)

Como (2) es racional. (3) también lo es. Si o lo fuera, seria un irracional |,y al sumarlo con cada uno
de los restantes racionales de (2), siempre se tendria un irracional, pues la suma mixta de irracional mas
racional siempre es irracional (teorema 2.5). En consecuencia, (2) seria imacional, lo que seria un absurdo
Por lo tanto, (3) es racional

Como en (1) s6lo tenemos diez digitos distintos en los numeradores de cada racional, entonces,
excluyendo al cero, podemos sacar nueve partes infinitas de dicha igualdad (1), tomando las potencias que

tengan como numerador el uno, luego las que tengan el dos, etc.. y se tendria
t

Py Y

TS T AT AT ®
3 3 9

Pes @ T T TR T ©®

Ahora bien, estos nueve P; son nueve partes infinitas cuya suma es igual a la igualdad (1) disminuida
en my, por (3). son todos racionales (cuando & en (2) toma los valores de 1.2, ...9) Entonces, s tiene al
sumar

Pi+Py+  +Pi=X-m m
Pero la suma de los nueve racionales en (7) es racional. por tanto
X —m = racional ®

Por (8) y ser m racional se tiene
X = racional .




Lo que nos demuestra que los mal llamados irracionales no son más que números racionales de fracción generatriz infinita (numerador y denominador infinitos).
2.4.6 Comprobando los Teoremas 2.6 y 2.7
[image: image57.png]El lector puede comprobar, operando como se hizo en el apartado 231, que en el intervalo [1. 2]
alm+2u0) _

220D _ 4 +lim, .. ). El miembro central de esta igualdad

s 8_)
para el nimero > se tiens: > =lim, ..
N s+ 250
nos dice que lim, ., =222 es siempre un racional y, ademés, 2" se hace miitiplo de 7 (de cualquier
natural) sélo en el infinito, pues, mientras n sea finito, 27 no es miltiplo de 7 (de ningdn natural diferente a
2 k<)
Ahora bien, obsérvese que
g

£= 1142857 142857 142857 142857 __(mintes ).
¥ apenas en la semisuma S la cual es
5= D 4 145575125

Es cuando se logran los primeros tres decimales exactos
Como las seis cifras del periodo se repiten infinitamente, entonces, este proceso de semisumas se
estard efectuando infinitamente. Pero. como este proceso es numerable, entonces temina cuando se nos
sgoten los naturles y, por tanto, se tendrd qus
(@
R ®)
B

o) s
Lo que nos dice que el nimero “5° siempre serd un real racional, puesto que esto vale para > 1> .

® .
35 - efc. Es decir ol entero transfinito 2° es mitiplo de cualquier natural el cual algunas veces se
simplificaré con el numerador y otras veces no. En este caso s tiene

120420 _ sat)
7 2T 2 7a@

Igualmente puede comprobar muy facilmente, el lector. que en el intervalo [, siendo

&(t) transfinito

VZel=v2Z

P
+ 1.4l niimero 22, por ejemplo, se le consigue con la igualdad

2, b0 20k
=it T hay Mo tansfiito.  ®)

Siendo el b(a) de (B) diferente al de (A) pero siempre serd b(a) = lim, Lo b(n). con b(r) un natural

b i
que crece con 1y, por lo tanto, el nimero Z5° sera racional. Pues, no puede ser que dicho nimero sea

caprichoso y se convierta en racional algunas veces y otras en irtacional. En consecuencia, / es un nimero
racional




2.4.7 La raíz enésima [image: image59.png]


 en el Infinito

Cuando extraemos raíz n de un número cuya raíz enésima no es exacta, se tiene que éste nos da un número de decimales muy grande y solemos decir que nunca terminamos de encontrar decimales en dicha operación. Esto es falso, pues, si pudiésemos trabajar infinitamente la operación, encontraríamos que el residuo es un cero residual. Por lo que en lo transfinito este cero residual se convierte en cero absoluto y, por tanto, la cantidad sería exacta, es decir, la operación termina en lo transfinito. 
Un ejemplo sería
[image: image60.png]V37 = (6. 08)% + 0,0336 (tomando sélo dos decimales en la operacién).

V37 = (6. 082)2 + 0,009276 (tomando tres decimales).

V37 = (6. 0827)? + 000076071 (tomando cuatro decimales).

Observe que con cuatro decimales el residuo es 0.00076071. Menos de ocho diezmilésimas. En
consecuencia, cuando la cantidad de decimales es infinita, el residuo es un cero residual el cual se

_e®
gy los nimeros

convierte en cero absoluto al hacerlo mas pequefio que ;. Por tanto, V37 :% V37=

a0 _at)

son razones, es decir, v/37 es racional
@ 5@




Todo lo anterior nos indica que los conjuntos Q y R, como siempre lo afirmó Kronecker (matemático alemán), son equivalentes, es decir, Q = R.

(“El buen Dios dio al hombre los números Naturales; el resto ha sido obra suya”. L. Kronecker)

CAPÍTULO 3

Los ceros residuales
3.1 Los Símbolos ( y (
El símbolo ( (lemniscata) se usa para indicar que alguna operación continúa indefinidamente o que algún conjunto es infinito. Acá se usará para indicar que un número es entero infinito de la forma a(i), b(i), etc., mientras que en los conjuntos N y Z se usará ( para denotar el valor del último natural. Estos conjuntos se denotarán por 
[image: image61.png]Asi. una operacién, como por ejemplo, lim, ., 27, serd 2= = 2
2210 es entero infinito sino transfinito, por ser 2% > Xo

Veamos que 2° > N¢%. 22> NiF. 2> Nof, e

En efecto, por induccion completa se puede probar que
2-1>n2yn27 20> N2
Zots i Tnz 125205 NG
210t 0218 205 Not

27Tz 205 XS ete

= b (entero infinito), mientras que




3.2 Orden en los Enteros Infinitos

Los enteros infinitos de la forma n( se ordenarán de la siguiente manera:
[image: image62.png]F<F< <o
Donde = representa un entero infinito fijo. Sin embargo, esto no significa que no puede suceder que
250 > 3% para algin &() > b(). Veamos el porqué del orden anterior con 2y 3 (con los demés naturales se
procede de forma andloga).
Sabemos que
3> 70zl [}
Entonces, cuando n es un entero infinito se tiene en (1)
340> 220, .




3.3 El Cero Absoluto y los Ceros Residuales

Sabemos que el cero absoluto, que acá estamos denotando por 0 o por 0(abs), es el neutro para la adición en N, Z y R. 
[image: image63.png]1
Por lo demostrado en el apartado 2.2.3 del capitulo anterior, sabemos que 3 = 0(abs). siendo = un
entero infinito cualquiera. En consecuencia, se tiene que
B
22 - 0(res).
A dems, también se cumple, para todo  finito, que

tim, 2=

(res) = 0(sbs)





Entonces, podemos definir cero residual como: la cantidad que tiene como parte entera cero, infinitos ceros después de la coma y un residuo no nulo en el infinito. Y como toda cantidad que tenga cero como parte entera y luego infinitos ceros después de la coma es para nosotros un cero, al no ser el cero absoluto, lo llamaremos cero residual; éstos no son otra cosa  que los infinitésimos con los cuales siempre se ha operado en el cálculo.

De esta manera, es un cero residual cualquier número finito dividido entre un entero infinito.

3.3.1 La Respuesta a Berkeley

Cuando el Filósofo y clérigo Irlandés G. Berkeley conoció los trabajos de Newton y Leibniz sobre cálculo diferencial, comentaba que no entendía cómo los grandes matemáticos de entonces aceptaban el famoso cociente
[image: image64.png]Elg




donde el numerador y el denominador se convertían en cero y luego aparecían nuevamente como distintos de cero; esto para Berkeley era un absurdo. Sin embargo, nadie pudo explicarle este hecho el cual se aceptó como uno de los más significantes y misteriosos de la matemática. Si Berkeley viviera hoy, tendría que exclamar: ¡Ahora lo entiendo! 
La razón por la cual el cociente
[image: image65.png]Elg




puede tener su numerador y denominador iguales a cero y a la vez diferentes de cero es la existencia de los ceros residuales, los cuales son distintos al cero absoluto. En el capítulo 6 se verá con más detalles todo lo referente a este cociente, con lo que quedará clarificado el misterio que le quitó el sueño a Berkeley.

3.3.2 Infinitos Ceros Residuales

Aún cuando ya se visualiza que los ceros residuales deben ser infinitos, se dará una sencilla demostración de este hecho.
[image: image66.png]Sean (i), b, (). d(. etc., enteros infinitos tales que
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Entonces, por (1) y (3), podemos inferir que existen infinitos ceros residuales. De manera que debe existir un cero residual el cual será el último de todos ellos sin ser el cero absoluto. Esto lo veremos en el siguiente teorema.

3.3.3 Teorema 3.1 (el último cero residual)
[image: image67.png]Eld 1.
El Gitimo cero residual es 35




Demostración:

[image: image68.png]Sea [a. 5] un intervalo real de longitud unidad (5~ & = 1). En el apartado 22.3 del capitulo 2 vimos
que. al aplicar semisumas infinitamente a dicho intervalo, se obtuvo

" i
Sur == lim, .. 2= 0(abs) 0]

Como en el proceso de aplicar semisumas al intervalo en cuestion siempre se tiene.
scfatiog, @

Entonces. (2) nos dice que este proceso parece no teminar nunca. Pero, como dicho proceso es
numerable, entonces éste termina cuando se nos terminan los naturales, es decir, cuando n = o En
consecuencia, por (1) se tiene, al finalizar el proceso

i

Sui-Si= @)

Por (3) se tiene
1
Su=s+ & @
Ahora bien, una vez que el proceso de semisumas ha terminado, significa que la semisuma nueva de
i1y S/ debe valer S, 0 S..1. de lo contrario, el proceso no ha terminado
Por (4), la semisuma de S, y §;nos da

L VY
=5ty ©
E1 sequndo miembro de (5) no puede ser ., pues de ser asi se tendria
1
Se=8+3E) ®

Y por (6) y (4) tendriamos
@

De (7) se tendria que

2 1=2conet 150 ®
Pero (8) es absurdo, por tanto, (5) no puede ser S..: y. en consecuencia, s S,
Asi, se tiene que .

s+ig=s ®
¥ por ()

1
&)

0 (10)




Observación: El por qué no se debe multiplicar por 2 en la igualdad (10) se aclarará en el capítulo 5. Por otra parte, el que al último cero residual se le anule al multiplicarlo por un real positivo menor que 1 es lo que da origen a las indeterminaciones (ver capítulo 4). 
[image: image69.png]1

Go
1
cero absoluto no es tan absoluto, pussto que el residuo no nulo en el nfinito de 5 no se anula por el hecho

1
Otro aspecto que se debe recalcar s que el hecho de ser ~(:5) = 0, con n > 1. significa que nuestro

de muttplicario por = Para verificar que nuestro cero absoluto no es tan absoluto, observemos que 22 = 0
2,000... - 1.999... =0, 000... con, por lo menos, un 1 en el infnito (o en Io transfinito).





 Sin embargo, lo llamaremos cero absoluto. Lo que nos dice que, tal vez, Santo Tomás de Aquino tenía razón; sólo Dios es absoluto.
3.4 Operaciones con los Ceros Residuales

Con los ceros residuales, por ser estos números reales, se pueden efectuar las operaciones usuales de R; adición, multiplicación, multiplicación por un real finito, división, potenciación y extracción de raíces.

3.4.1 Adición de Ceros Residuales

La adición de un número finito o infinito de ceros residuales es otro cero residual.

[image: image70.png]Enefecto, sean 55 515 205 res ceros residuales distintos (con un ndmero mayor [a demostracion
es andloga), tales que &() es el menor de los tres enteros infinitos que aparecen como denominadores
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3.4.2 Multiplicación de Ceros Residuales

La multiplicación de un número finito de ceros residuales puede ser otro cero residual o el cero absoluto. 
[image: image71.png]P
En sfecto, sean 25 . 55y o -
proceds andlogaments). Su producto es
o> e e 0
20 50 W arem (
Sien (1) el producto de dos factores cualesquiera del denominador es mayor o igual que 2%, entonces
el resultado es 0. Si el producto de los tres factores es menor o igual que 2°, el resultado es 0(res).+
3.43 Multiplicacion por un Real Finito
La mutiplicacion de un real finto por un cero residual cualquiera es otro cero residual.

b
En efecto, sea & cualquie real finto no nulo y 5 cualquier cero residual. Entonces
5

2565 = oy = 0es) .

Cuando el real es infinito, se obtiene la indeterminacion = que veremos en el capitulo siguiente.

tres ceros residuales cualesquiera (para un nimero mayor se





3.4.4 División, Potenciación y Radicación de Ceros Residuales
[image: image72.png]La division de dos ceros residuales es Ia indterminacion que conocemos como = . Esto se obtiene

de

:j:ig % = Esta indeterminacion se estudiard en el capitulo siguiente.
Para Ia potenciacion se tiene que: la potencia de un cero residual es ofro cero residual o cero
absoluto. Veamoslo
Sien (ﬁ)" se tiene que 5()" = c(i) (entero infinito), entonces
ayn_ X
5" "0
Pero si by 2 ¢.2%, con ¢ 2 &", entonces
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De manera que la potencia de base un cero residual siempre es cero.

En igualdades como A = B, podemos elevar al último cero residual y seguimos teniendo la igualdad. Es decir
[image: image73.png]A gy o
Y (1) es verdad porque ambos se convierten en la unidad. Lo contrario no es cierto. ya que si A = 5.
entonces 4V = BV = ¢
Para ver que en toda igualdad se puede elevar a ambos miembros al inverso de% procedemos de

Ia siguiente manera
Si A = B, entonces, A" = B" paratodo n por muy grande que sea. En particular, para un 1= 2°y, por
tanto, A*° = B En consecuencia, si A = B, entonces, A" = B" para todo 1 por muy grande que sea En
particular, A2 = B2 Portodo lo anterior se tiene
En toda igualdad se puede elevara la 1/ 2 o
Para la radicacion se fiene:
L yi/m
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Sien (1) n s finto, entonces

1

[
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Si por el contrario n es infinito, se obtiene la expresion 0° que se estudiard en el siguiente capitulo




3.5 Los Enteros infinitos ka(i) y Sus Factores Primos
En una suma al infinito como la siguiente
. [image: image74.png]b b e et e *
Se tiene que, si n es un entero infinito (i), se desprecia un cero residual siempre y cuando sea
(6+1)0 < 22 Pero cuando se tiene (b+1)30 2 22, entonces dicha suma es exacta; porque todos los factores
después de él son ceros absolutos.





Ahora bien, con la suma anterior podemos comprobar que los enteros infinitos son divisibles por un número real cualquiera finito; es decir, ellos contienen a todos los números primos finitos como factores. Veamos algunos ejemplos.
[image: image75.png][

3
Multiplicando (1) por 4%0, se tiene
at

TS 407T 40T e 40T e+ 14+ (decimales en el ininito). 2)

Entonces, por (2)
o

< = bl0) (entero infinit). @

A hora bien, el entero infinito () de (3) tiene decimales en el infinito. Pero como tiene infinitas cifras
antes de la coma, entonces es un entero infinito, sin importar la cantidad de decimales en el infinito. Asi. el
entero infinito 420 contiene al 3 como factor

T
Cambiando 3 por § en (1) podemos notar que 5% contiene a 4 . por ende a 2. como factor. Si el
y
cambio lo hacemos por . tendremos que 6% contiene como factor al 5. En consecusncia, se puede inferir
que los enteros infinitos de la forma k20 contienen como factores primos a los enteros primos fintos




3.6 Existencia de la Razón de Continuidad en R

Veamos la prueba de que el conjunto R posee un número real que representa a la menor distancia que puede separar a dos números reales distintos, r y r’.

Ilustremos esto con dos esferitas (canicas) distintas, Ea y Eb (figura 3.1) 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Dichas esferas como conjuntos de puntos son disjuntos. 
[image: image77.png]En consecuencia, si Ay B son dos puntos de E y Es respectivamente. se tiene
A=B. 7A<E, 1 7BeE, 1)

Cuando a E. y Es se las ponen en contacto (Estocaa Es) el punto Atoca al punto B. En ese momento
no existe ningln otro punto entre Ay B. La pregunta es ¢qué distancia separa al punto A del punto B2 Si
decimos que la distancia que los separa es cero, entonces, como dos puntos que estén separados por una
distancia igual a cero son iguales. se tiene que

A=B @

Como (2) contradice a (1). la distancia entre Ay B no puede ser cero. Pero entre Ay B ya no entra
ningin otro punto. Por consiguiente. existe, forzosamente, un nimero real no nulo que representa a dicha
distancia. Ese nimero no es otro que la razon de continuidad. Asi que, a un nimero real r e sigue otro real
Ftal que =1y entre ry o existe ningun otro real. siendo '~ 7= . con r, razon de continuidad

De lo anterior se tiene que el axioma: “entre dos purtos distintos A y B siempre existe otro purto C
distinto & ambos”, deja de cumplirse para dos reales consecutivos





En consecuencia, el enunciado de dicho axioma, así como la definición de puntos consecutivos, deberán ser de la siguiente manera:

Puntos consecutivos: Aquellos que están separados por una distancia igual a la razón de continuidad de los números reales. Es decir, los puntos A y B son consecutivos si, y sólo si, están en contacto.

Axioma de continuidad: “Entre dos puntos distintos no consecutivos A y B, siempre existe otro punto C distinto a ambos”.

3.6.1 La Respuesta a Peirce

Lo anterior nos permite responder adecuadamente a la pregunta del matemático Charles Sanders Peirce (USA / 1836 – 1914) sobre qué se hace el punto A en la circunferencia C donde se ha hecho un corte precisamente en dicho punto A (figura 3.2).
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



En la figura 3.2 se tiene la circunferencia C con el corte en A y la circunferencia Cc donde se ha hecho la separación en el corte. El punto A ha quedado en el segmento que sirve de corte, y en los extremos del corte están los puntos B y C los cuales estaban en contacto con A; uno a cada lado. Por los tres puntos A, B y C, siempre pasa un plano. Luego, el punto A está en dicho plano (recuerde, un punto es nada).

CAPÍTULO 4

El misterio del continuo
4.1 Aclarando el Misterio del Continuo

Al no darle cabida en la matemática a los enteros infinitos y, por consiguiente, a los ceros residuales, hace imposible darle una respuesta matemática a la siguiente paradoja:
[image: image79.png]“Inmediatamente después de un nimero real 7 no existe ningdn otro real ' tal que r= 'y que entre
ellos no exista otro real”. En efecto, sea &l nimero real que estd inmediatamente después de ry tal que r=

et : Terr .
7. Entonces, se tiens que r < “-' < . Esto quiere decir que el nimero real " es el que estd
inmediatamente después de ry no . en contra de lo supuesto




Como esta contradicción provino de suponer que después de r está otro número real distinto, se concluye que no existe tal número y, por lo tanto, el conjunto R consta de un único elemento.

Ningún matemático en el mundo ha sido capaz de dar una respuesta matemática a esta paradoja, por tanto, se debe aceptar que estas son las cosas del continuo que no tienen explicación. Sin embargo, al darle cabida en nuestra matemática a los enteros infinitos y, por ende, a los ceros residuales, sí se le puede dar una respuesta satisfactoria a dicha paradoja. Puesto que para que exista la continuidad de los números reales, tiene que suceder, forzosamente, que inmediatamente después de un número real r existe otro real r’ distinto de r, al cual se le llamará el siguiente o consecutivo de r, tal que r’ – r = rc, siendo rc el menor número real no nulo que se llamará razón de continuidad (sección 3.6).

4.1.1 El Cero Absoluto no es Razón de Continuidad.

Otro hecho que se acepta sin demostración convincente, al no conocer la existencia de los ceros residuales, es el siguiente: al sumarle una cantidad infinita de ceros a un número real cualquiera, r, da como resultado el número real que sigue. Se demostrará acá que esto es falso.
[image: image80.png]Sea run real cualquiera y admitamos que el siguiente real ¢ es tal que

Ferele o)
Entonces. para el real que le sigue a . que denotaremos por ¢ e tiene
r=re0 @
Por (1) y (2), entre "y rsélo estd el real . Por [o tanto, se tisne
P
v @
Por (3) se tiene que
e r=r-r=0sm @

Como (4) vale para tres nimeros reales consecutivos cualesquiera, se tiene que dos reales
consecutivos estén separados por la siguiente razon de continuidad
,C ®
Pero (5) nos dice que 0.5 es un nimero real determinado, lo cual es absurdo, puesto que dicha
expresion es una indeterminacion y vale cualquier real





Como la contradicción anterior provino de aceptar que la razón de continuidad es consecuencia de sumar infinitos ceros, se concluye que el cero absoluto, sumado una cantidad infinita de veces, no es razón de continuidad.(
4.1.2 Los Números Transfinitos en las Fracciones Reales

Antes de dar las propiedades que debe cumplir un número para ser la razón de continuidad, recordemos (apartado 2.4.5) que los transfinitos colaboran con el conjunto Z para formar a los números reales. Esto se hará formando todas las fracciones del intervalo (0, 1] que tienen como numerador a la unidad y como denominador un natural; estas son
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Todas las fracciones anteriores son reales racionales. Porlo tanto, si a la fraccion propia § (s,6=N" le

ol swty s
sumamos la fraccién % , se obtisne “2 < 2., el cual es una fraceicn real racionaly tiene su numerador y

denominador transfinito.




Así, hemos comprobado, nuevamente, que los enteros transfinitos forman fracciones reales.

4.1.3 La Razón del Continuo (rc)

A estas alturas, ya el lector sabrá cual es el número real al cual se le pueda llamar razón de continuidad. Acá vamos a enunciar las propiedades que debe cumplir dicho número para ser candidato a razón del continuo.
[image: image82.png]Si 7. es el nimero que se le suma al numero real r para obtener a ' siguiente o consecutivo de 1.
entonces r. debe cumplir las siguientes tres propiedades

1) 1 debe ser el menor de todos los ceros residuales diferentes del cero absoluto. Es decir, 7~ r=r. =
0(abs). De lo contrario r = 1.

e

2) La semisuma de ry  dsbe ser . Es decir, "z = r. De lo contrario no se cumple Ia propiedad 1)
(Teorema 3.1 del capitulo 3)

3) r. debe ser tal que al multiplicarlo por un nimero real menor que Ia unidad se convierte en el cero

1
absoluto. Es decir. >, = 0(ads), 7n >1. De no ser asi no se cumplita Ia propiedad 2) (Teorema 3.1 del
capitulo 3).
1
Delas tres propiedades anteriores, s deduce que el nimero 5 es la razon del continuo, por ser éste

el menor de todos los ceros residuales distintos al cero absoluto y el cual cumple con las tres propiedades
citadas




Nos queda por descifrar el porqué la razón del continuo se forma con potencia de base 2 y no con potencia de base otro natural diferente de 2. La razón es la siguiente:

Si [a, b] es un intervalo de longitud la unidad, sólo las semisumas de a y b caen dentro del intervalo, sea cual sea éste. Pero al aplicar tercios, cuartos, quintos, etc., de sumas de a y b, éstas no caen en el intervalo (a, b) si éste es diferente al intervalo [0, 1]. Esto se puede probar de la siguiente manera.
[image: image83.png]Sea [a. 5] un intervalo unidad diferente de [1, 2], es decir. b
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Todo lo anterior nos revela el porqué la base de la razón de continuidad es el número 2 y no otro natural. Sin embargo, esto no quiere decir que si dividimos al intervalo dado en n partes iguales, luego a estas n partes las dividimos nuevamente en n partes iguales, y así sucesivamente, no encontraremos a dicha razón de continuidad. 
[image: image84.png]) 11
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Es decir, nunca sabremos dónde el proceso se termina. 
De esta manera queda aclarado el misterio del continuo.

4.2 La Definición Correcta de Q (= R)

Ya sabemos que los números transfinitos forman fracciones reales. Ahora bien, no todos los transfinitos nos permiten formar a dichas fracciones. En consecuencia, debemos deducir cuáles son los transfinitos que nos permiten este hecho.

4.2.1 El Conjunto T0
[image: image85.png]1

Si al primer transfinito X; le restamos Ia raz6n del continuo, 5. obtenemos f nimero

8e29-1
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Ahora bien, el nimero en (A) es menor que el primero de los enteros transfinitos, por lo tanto, no es

transfinito y. en consecuencia, s real: y. ademds. es el ultimo de los nimeros reales. Esto nos indica que
8e2°-1 ;

o =255 es el itimo intervalo real positivo

De esta manera, si llamamos Ts al subconjunto de nimeros transfinitos que colabora con Z para
formar los ndmeros reales. entonces éste esta determinado por

To= (R0, = (Ro +1), £ (Ro + 2), .., £ (Re22 ~ 1)}
Entonces. podemos dar la correcta definicion de Q = R en la forma

Q (; abeZuT)ab=0}





4.2.2 Construyendo Números Reales

La construcción de los reales se hará en la misma forma que los racionales, por  clases de equivalencias, pues ya se vio que Q = R. 
[image: image86.png]Se mostraré ahora como es qus despuss del nimero real £ se obtiene al real r+ 5 (3 fraccion
propia). Para ello s hace = 722 donde k es un nimero transfinito ya que 2= es divisible por cualquier

1 . a
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operaremos con el nimero n+ 5y se obtendré que 3 35 = (n

m o1

ya que el producto 5 35 = 0, por ser < 1 (ver, adems, 5.1.12)





4.2.3 Deducción del Cardinal de R

En este momento estamos listos para calcular el cardinal de R en función de (0. Esto se logra de la siguiente manera:

Primero se determina la cantidad de números reales que existen en el intervalo (0,1]. 
[image: image87.png]Ya se sabe que
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En consecuencia, el cardinal de (0.1 es

#0,1] - #0.1) = 2=





Nótese que en el conjunto [0,1] hay fracciones que el humano no puede simplificar pero ellas se simplifican por sí mismas. Éstas se denominarán auto-simplificables. Por lo tanto, toda fracción  [image: image89.png]


  es el resultado de la auto-simplificación de una fracción transfinita.

Ahora contamos los intervalos de longitud unidad que existen desde 0 hasta (0 excluyendo de cada uno de ellos el extremo final. 
Estos son
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Enla sucesion de intervalos (C) existen Ny intervalos distintos cada uno con 2 reales distintos. Por o
tanto, el cardinal de R, es

#R.= Xy 2% )
Como #R_= #R,. entonces, el cardinal de R es

#R=2 2% = ;2% E)
Pero, como en (E) estamos contando dos veces al cero, debemos restar 1, obteniendo que

#R=x.2% -1 .

De esta manera se ha determinado que ¥R > #4o(N) en contra de lo que supuso Cantor.




Sin embargo, aunque este gran genio de las matemáticas haya tenido este pequeño error, fue el único de entonces que percibió con claridad lo relacionado con el continuo. Y si acá se ha logrado determinar toda la verdad, ha sido gracias a su genialidad.

4.3 Validando la Clausura
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Pero como estos números son infinitamente grandes y sólo existen en la abstracción matemática. Entonces, al no poder el humano efectuar una suma que exceda a dichos números, se da por sentado que la clausura siempre es válida en N, Z y R.
[image: image92.png]5 42l Xp2- "
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4.3.1 El Paso al Límite con ( y (
En las operaciones en las cuales se necesite tomar límite al infinito, es necesario tener presente las siguientes consideraciones:
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2) Si en A* deseamos que dicha potencia se convierta en el Gltimo de los reales, entonces en la
expresion lim, _... A%, se sobreentenderd que x tiende a u() = log,s &2
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4.4 La División Por Cero y las Indeterminaciones
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4.4.1 La División por Cero 

En lo adelante se denotará el cero absoluto como 0 y los residuales por 0(res).
[image: image95.png]1 i
Ya sabemos que 0 = —-, siendo p cualquier nimero real mayor que 1 finito o infinto. Entonces se
E

tiene, para todo k= 0, que
o

De (1) se tiene que cualquier k no nulo dividido entre el cero absoluto s un nimero transfinito, es
decir. un nimero que trasciende lo infinito y, por lo tanto, para el humano no tiene existencia como ndmero

x 1
o= o = ke [}

Py
real. Por otra parte, si el cero es residual pero diferente a 55 se tiens

LI S,
n("’,—)dlam kali) @)

Aun cuando en (2) tenemos un entero infinito (siempre que k sea finito). éste no es manipulable por el

. x.
humano. Por ello se dice qus no tiene existencia como nimero real. Sin embargo, no debemos escribir 5 =

- '
=, puss estariamos aceptando qus 5 es un real infinito. Como casi nunca sabremos si el cero en el
denominador es absoluto o residual, esto se debe denotar por
&
25
s
Yaque Q< X< 2 <k2°





Así, se entenderá que la división por cero es un número transfinito y no tiene existencia como real.

4.4.2 La Indeterminación  [image: image97.png]
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4.4.6 La Indeterminación (0 

Para deducir por qué la expresión (0 es una indeterminación se procede de la siguiente manera:

Sea k un real positivo cualquiera diferente a la unidad. Entonces 
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4.4.7 La Indeterminación 00 
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El lector podrá comprobar que si el cero de la base es absoluto y el exponente residual, dicha expresión es indeterminación. Si es al contrario, dicha expresión es 1. Como en general no sabemos cuándo estos ceros son absolutos o residuales, entonces 00 es siempre una indeterminación.

4.4.8 La Indeterminación 1(
Para comprobar que la expresión 1( es indeterminación, suponemos a la unidad como cualquier real no nulo elevado al exponente cero. Entonces se tiene
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4.4.9 La Indeterminación ( – (
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4.4.10 Transformación de Indeterminaciones
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Asi, Ia expresion 0= es siempre igual a 0y, por tanto, no es indeterminacion




CAPÍTULO 5

La razón del continuo en la teoría de límites
5.1 Propiedades de la Razón del Continuo

[image: image106.png]i 1
En el capitulo anterior vimos que el nimero real 35, que de ahora en adelante denotaremos por 7. es

Ia razon de la progresion artmética que forman los nimeros reales. Es decir, después de un ndmero real, 1
cualquiera, esta el siguiente real £ + 1.




Veremos ahora cuán útil es la referida razón en la teoría de límites. Para ello, primero deduciremos algunas de las propiedades más importantes de dicha razón de continuidad.
5.1.1 Múltiplos y Divisores de rc
Todo múltiplo de rc es otro cero residual de mayor magnitud que éste; donde se ha llamado magnitud de un cero residual al grado de cercanía al cero absoluto, es decir, mientras más cerca esté del cero absoluto, menor será su magnitud. En efecto, sea n cualquier natural mayor que la unidad. 
Entonces se tiene
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Lo anterior se ha deducido para múltiplos positivos. Esto se debe a que lo que sucede para los positivos también sucede para los negativos.
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De los cierres (A) y (B) se tiene que todos los miltiplos de r. son ceros residuales y todos los
divisores lo convierten en el cero absoluto. Ademés, 0.r. = 0.
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5.1.3 Igualdades que Contienen a rc
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Ahora bien, ¢porqué obtener un absurdo de (1) siendo esta igualdad verdadera? La respuesta es
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De lo anterior se tiene que:

I1) “La ley de cancelación por rc, al igual que por 0, no es aplicable”. Esto quiere decir que no debemos multiplicar a una igualdad por el inverso de rc si dicha razón está en ambos miembros como factor.
Otra contradicción que surge al operar con rc es la siguiente:

Si en la igualdad k rc = 0, con k ( 0, se multiplica por [image: image111.png]


 , se obtiene rc = 0, lo cual es falso. Esto se debe a que rc es el último cero residual y, por tanto, opera como el cero absoluto sin serlo. Y al ser multiplicado por cualquier real cuyo valor absoluto sea menor que la unidad se convierte en cero. Una vez anulado, es imposible revertir la operación.

Por lo anterior se tiene:
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S (2) no fuera cierto, se tendria r. =  al dividir por A, lo cual es falso.+
Enalgunos cocientes surge la siguiente contradiccion: Sean . m, &, b, reales positivos no nulos tales
quen<mya>b, oviceversa Sea el cociente

atnr,

== ™
Si en (1) mutiplicamos numerador y denominador por r., se obtiene

atn,

e b @
De (2) s¢ obtiene que

b= [6)
Por (3) se tiene

Zr=in @
Por (4)y ser= <1y 2> 1, se tiene que

©®

Pero (5) es absurdo porque 3 > 1. Por o tanto, se ha cometido un error. Ahora, veamos la igualdad
entre cocientes de numeradory denominador monomios




 Con los mismos a, b, n, m anteriores y suponiendo que
[image: image113.png][

Entonces de (1) se tiene

am=bn. @
Ahora, muliplicando en (1) numerador y denominador de 3 por r s tizne

o @
Por (3) se obtiene

amr. = brr, @

Y por (2). (4) es cierto




De las dos operaciones anteriores se tiene la siguiente propiedad:

I5) “En cocientes de numerador y denominador con más de un término cada uno y alguno de estos términos con rc como factor, no se debe multiplicar a ambos (numerador y denominador) por rc”.
5.1.4 Desigualdades que Contienen a rc
[image: image114.png]En

operaciones con r., al igual que sucede con las igualdades, se tiene también para las

desigualdades hechos contradictorios como el siguiente
Sean > 1 en la siguiente desigualdad

arnr>a )

Si en (1) multiplicamos por r., se obtiene
ar. > ar.. lo cual es falso. Esto se debe a que multiplicar por r. a cualquier cantidad que contenga a r.
como factor es equivalente a multiplicaria por 0.
En consecuencia

Dy

[No_se_debe multiplicar por r. a ninguna desigualdad que contenga a r. en uno de su:

[miembros o en ambos .





5.1.5 La Cancelación por 1/rc 

Ya se vio que la ley de cancelación no es aplicable con rc. Ahora veremos que con el inverso de dicha razón sí es aplicable dicha ley.

Sea b un número real. Sea a real no infinito y tal que 
[image: image115.png]Z=b [}
En (1) se tiene
a2=h @

Entonces. en (2) se tiene que & es un cero residual, pues de lo contrario, seria b un entero transfinito
y. portanto. no real: en contra delo supuesto. Si ahora muliplicamos el segundo mismbro de (1) por

1
se tiene
Sk ]
De (3) se tiene. o
Lo=lu @
PR 1,02
Dividiendo a (4) por  y recordando que (7} / ) = 35 = 1. se tiene que
© a=hn o ®

Como el resltado de (5) es comecto, pues nos dice que & es un cero residual, y ésta fue la
suposicion légica de la igualdad (2). entonces la cancelacion por el inverso de r. es correcta.




5.1.6 La Multiplicación por (1 / rc)

Una igualdad cualquiera se puede multiplicar por el inverso de rc. Para ver que esto es correcto, sean A y B dos reales no nulos cualesquiera tal que
[image: image116.png]4=8 10}
Multiplicando la igualdad (1) pm:— setiene

Za=lp @

Supongamos que multplcar pm:: o es valido, entonces la igualdad (2) es incorrecta y, por tanto
E @)

Aplicando la ley de cancelacion en (3) ss isns
A=B @

Como (4) contradice a (1), el supuesto en (3) es incorrecto. Como 1ir: = 1r, entonces
ligualdad, excepto como en I, se puede multiplicar por

5.7 Igualdades que Contienen a r,y = en Miembros Distintos

En toda igualdad en Ia cual un miembro posee a r. como factor y el otro posee a — también como
factor, entonces, este segundo es nulo
En efecto, sean A y B reales tales que A 2 1(si A < 1o hay nada que probar) y sea

A= 5:— )
Debemos demostrar que B= 0. Para ello, multipliquemos a (1) por , posible por | de 5.1.3. Entonces
se tiene
A2=Zg @
¥ por @)
B=0

5.1.8 La Potencia ()"
La potencia 77° = 1
Demostracién:

) = pen dual, por tant
= () = pero 2 o8 n e s portame

K=t





5.1.9 Los Valores de Sin(rc), Cos(rc) y Tan(rc) 
[image: image117.png]Se deducira ahora que sin(7,) = 7., cos(r,) = 1y tan(7,) = r. En efecto, sabemos que

sin(x) <x, TxeR, )
Ademds

sin(0) = 0. @
Por (1) se tiene

sin(r) < @)
Pero, sabemos que

0=ro @
Por (2). (3)y (4) se tiene

sin(r,) =0 )

Como no existe ningdn nimero real entre 0y r., Entonces, por (3). (4) y (3) se tiene.
sin(r,) =r.. -




Ahora, aplicando la identidad trigonométrica fundamental, se obtiene que
[image: image118.png]cos(r,
Y porlos cierres #Ay ¢B se tiene
tan(r,]

o

5110 ElIn(1+ 1) y la Potencia "

Se demostrara que In(1+ 7,) = .. Para ello, primero se probard que 1 + x < €%, para todo x real del
intervalo [0.1]

Sabemos que

1+ :‘—l)" < e¥, wnel” )
En consecuencia
net -
a+ m) ek vneN @
e (2) se obtizne
1+ s /) poye @)

Por (3) se tiene que 1+ x < & en el intervalo [0,1], pues al ser cierto para todo 7 natural, también lo
es para todo x en dicho intervalo, ya que todo x de ese intervalo estara entre. ﬁ y :". y. portanto, se tendra
que /D) _ g7 g/m

Como r;2(0.1). entonces, por (3)

1+rce™ @
¥ por (4)

In(1+7n)sn 6}
Por otra parte

14rn=1 ®)
Entonces, por (5)

In(1+ %) =In(1) =0 m
Como no existe ningn otro real entre 0y r.. se tiene. por (3) y (7) que

n(1+7)=r -

Del cierre +A se tiene que
Tenzen 0




5.1.11 
[image: image119.png]Las Potencias (1+kr,)!/rey ek

La potencia (1 + kr,) /" es igual a e* para todo k real. Para demostrar esto, veamos que.
(1+1=1+nr+ téminos con r.” siendo n 22, los cuales se anulan. Por tanto

(1% 7= 1+, 7neN 0]
Por (1) y el cierre #B de 5.1.10 se fiene.

14 r= ™ gneN @
Pero (2) también vale para todo n menor que la unidad, porque la igualdad se convierte en 1
Entonces

1+ kr, = €7, TheR,. @
Como k = kr(1/7), entonces, e* = (€)™ = (1 + kr,)/" _Por lo tanto

(1+kr,)V7 = e* vkeR.. oA
Observacion: Como (1 + kr)(1 - kr2) = 1, entonces. (1 — kr2) = l’,ﬁ = e Y portanto, (3) y

A se cumplen para todos los k reales. En consecuencia, se tiene
14 e ()y1-r= e 2) Al sumary restar (1)y (2) se tiene
eseTe=2 y et e o=, -




5.1.12 Sumatoria de n partes de rc 

Si se desea sumar n partes de rc, primero se deben juntar todas las n partes y luego aplicar, si es necesario, lo visto en 4.2.2. Veamos.

[image: image120.png]Seala suma
sin ey
T ATt

Si en (1) anulamos antes de sumar se tiene que

R 0.
T

i en cambio en (1 sumamos primero y luego apulamos se iene
ol s
fretnein=Gegeine B

[

@)




De (2) y (3) se tiene que, en (1), se debe primero sumar todas las partes y luego anular, si es necesario (ver también Nota 2 de 5.2.12).

5.1.13 Teorema 5.1 (del cociente de funciones que se  anulan)
[image: image121.png]Si £y g son funcionss reales continuas en ¢ tales que ) 50 y g(x) »0 si x5, entonces, si
Pc%’) existe. se cumple que

&) fxtr)
I ko g )





Demostración:

Se demostrará, en primer lugar, que para toda función real f(x) continua en un punto c, si f(c) = 0, entonces f(c + rc) es también 0 (o un cero residual infinitamente cercano a 0).

En efecto, sea
[image: image122.png]lim, .. f(x)=0. [
Entonces, 72> 0, 35> 0 tal que

Silx—cl<s=If() = f(O)l <= @
Sea ahora

x=ctr @
Entonces

x—(c+r)=0. )
Por (4, para todo 3 > 0 se tiene.

lx = (e+m)l<s 6
Por (3) y (2)

If() = fle+m)l<= ®
Ahora, al tomar lim £ (x) = f(c +7.)len (6). se tiene

0slim_ If(x) = fle+7)l <= U]
Por (M) y (1)

If(e+m)l<e ®)
Y por (8)

flotr)=0 A
Observac la técnica =, 3. nos dice que también f(c + r.) es cero. No obstante, en el capitulo

siguiente s demostrard que puede ser 0 0 0(res). Sin embargo, esto no altera el teorema, ya que para
nosotros n + 0(res) = .




Ahora, sean f y g funciones reales continuas en c, tales que se anulan en c y
[image: image123.png]i)
S TERE]

Entonces, 2 > 0, 35 > 0tal que
Silx—cl<s

Por (10) y (5) se tiene
G _ fletre)
oG ™ aterr)

Y por (1), al tomar limite (cuando x = )
16 _ flotr)

%200t T glerr)

£ _ rte)

st stal <2

Jieaso)
*e gt

(10)

an

B




5.2 Aplicación de rc al Cálculo de Límites de Indeterminaciones

Una vez conocidas las propiedades de rc, y apoyados en el teorema 5.1, así como en las equivalencias de las indeterminaciones, se pueden calcular los límites de algunas de estas indeterminaciones en forma muy sencilla, sin necesidad de recurrir al teorema de L’hopital; para el cual se necesita de la derivación. 

Esto no quiere decir que todos los límites de cocientes que originan alguna indeterminación se pueden calcular aplicando el teorema 5.1. Algunas veces dicho teorema, lejos de simplificar el cálculo, lo complicará. En este caso, será el método de L’hopital el más apropiado para resolver el problema en cuestión. Sin embargo, en aquellos casos donde se puedan aplicar ambos métodos es, la mayoría de las veces, preferible el del teorema 5.1.

5.2.1 Ejercicio 1 con Indeterminación [image: image125.png]



[image: image126.png]Calcular
lim, o=
Resolucion:
Inmediatamente se observa que al cambiar x por x + 1, el sen(x + 1) se convierte en sen(r) al ser x =
0. Entonces, por el teorema 5.1 se fiene

sinetr) _sin(rd % g
e o

o 225 = lim,

5.2.2 Ejerci
Calcular

ion ©
o 2 con Indeterminacién

Resolucion:





5.2.3 Ejercicio 3 con Indeterminación (.0
[image: image127.png]° B
Como las indsterminaciones =0 son equivalentes a 3., se pusden calcular con el método del teorema

51
Calcular

. m natural mayor que 1
Resolucién:
i, 2222 RIS





5.2.4 Ejercicio 4 con Indeterminación (.0 

Calcular 
[image: image128.png]Resolucién:
lm [, G

beso [

Donde se aplicaron las propiedades ya vistas de r.
5.2.5 Ejercicio 5 con Indeterminacion 07
Calcular

lim,._o[tan ()]
Resolucion:

lim, _g[tan ()] = lim, _o[tan (x+ 7,)]""*7)





5.2.6 Ejercicio 6 con Indeterminación 00 
Calcular
[image: image129.png]lim, o (sen x)*.

Resolucién:
Tim, o (sen x)* = lim, _o[sen (x +7,)]¥7 = 17 = 1
5.2.7 Ejercicio 7 con Indeterminacion 1=
Ahora veremos un limite cuando x tiende a un nimero diferente de 0
Calcular
lim, _ e 26D
Resolucién:
lim e 270 = lim_ e (x+ ) VEHED = (14 7)V0D = ()10 - o

5.2.8 Ejercicio 8 con Indeterminacion 1=

Calcular
L
lim, g []" 0
"Resolucién:
S 1o L s (ot e
i g [T =i, [T - [T S e - o




5.2.9 Ejercicio 9 con Indeterminación ( – ( 

Calcular 
[image: image130.png]



5.2.10 Ejercicio 10 con Indeterminación ( – ( 

Calcular
[image: image131.png]1
Tim, o[ ———
olinirn
Resoluci
1 1 1 1,11
Tim, o[ — Y= lim, o[ ——— Z-1-9
ool — Mol T — 21 0w
. 11 °
Note e lector que, en estos dos dftimos ejercicios, si hacemos =~ = 2 nos encontramos

con una indeterminacion. Luego el artificio s restarlos por separados

5.2.11 Ejercicio 11 con Indeterminacion 0/0y /R(x)

La idea de presentar los siguientes ejercicios no es mostrar que es més sencillo su calculo usando el
teorema 5.1 que por Lhopital, sino mostrar el alcance de dicho teorema. Tal vez para el lector, sea mas
sencillo utiizar Lhopital

Calcular

i ET3
lim o=~

Resoluci

El artificio acd es el siguiente:

Cuando x = 0, VX + 9 = 3. El real después de 3 es 3 + .. Para saber cudl s la contraimagen de 3 +
72, 1o elevamos al cuadrado y obtenemos (3 + 122 = 9 + 6r.. En consecuencia, la cantidad subradical inicial
debe serigual a9 + 6r.

Se tiene entonces que

x+9=9+6r,
De donde
x=6r.
Luego, el cambio a efectuar s x por 6r.. Teniéndose asi
E-3 [Ere5-3 _sir
lim, Lo = lim, e < EE 2

EA E—




5.2.12 Ejercicio 12 con Indeterminación 0/0 y [image: image133.png][h(x)



 
Calcular 
[image: image134.png]" Py
Tim,

heesT s

Resolucion:

Cuando x = 5, se tiene que V3x + 1 = 4 El siguiente de 4 es 4 + r., cuyo cuadrado es 16 + 8r.
Debemos resolver 3x + 1= 16 + Br,. cuya solucion es x = 5 + (813)r.. Por lo tanto. el limite queda (al
sustituir x por 5 + (8/3)7= en la expresion inicial)

VEFI-s ) TeFor =t _sires 3

lim, 5

*28548/An5 8/ B




Nota 1: No a todas las funciones dentro del radical será sencillo hallarle la sustitución adecuada. En esos casos es mejor aplicar L’hopital. Por otra parte, el hecho de no tomar el siguiente de 0 en el ejercicio 11 es debido a que con dicho número sigue existiendo la indeterminación, pues, la raíz de 9 + rc es el mismo 3 y quedaría la indeterminación 0 / rc. Como el número que quita la indeterminación es la contraimagen del siguiente de 3, se usó dicho número. De la misma manera se hizo en el ejercicio 12. Finalmente, si en estos últimos ejercicios hubiésemos probado el real anterior a 3 (3 – rc) y anterior a 4 (4 – rc), hubiésemos obtenido igual resultado (compruébelo).

Nota 2: Al resolver le ecuación 3x + 1 = 16 + 8rc, nos dio como resultado x = (8/3)rc. Este resultado debemos tomarlo tal cual como nos da, es decir, sin descomponerlo en la suma 2rc + (2/3)rc = 2rc, porque debemos multiplicarlo por 3. Esto nos indica que números como arc, a > 1, los podemos dividir por un b < a y mantenerlos como (a/b)rc si necesitamos operar con ellos. Por ejemplo, si tenemos 8rc y lo dividimos en tres partes iguales, tendremos (8/3)rc. Al sumarle (10/3)rc, se obtendrá 6rc. Es decir, sólo debemos descomponerlos en c + (d/b)rc cuando necesitemos representarlos en los ejes cartesianos o cuando haya finalizado la operación.

CAPÍTULO 6

La razón del continuo en la derivación
6.1 La Razón de Continuidad en las Funciones Reales

La derivada de una función real, f(x), si existe, es otra función real que se obtiene de hallar la razón entre el incremento de la función f(x) y el incremento de x cada vez que ésta es incrementada en la mínima cantidad. 
[image: image135.png]Ahora bien, sabemos que el menor incremento que puede tomar x es r.. En consecuencia, si f(x) es la
imagen del real x. entonces la imagen del siguiente real que es x + 1., deberia ser f(x) + 1= Pues (x) + 1. es
el siguiente real después de f(x). Sin embargo, veremos que no siempre es asi.
6.1.1La Imagen de x + 1, por Medio de f

Si 7 es una funcion real continua en un dominio dado [a, 5], entonces, cada vez que a un x de dicho
dominio (que no sea b) se incrementa en r., también 7 sufre un incremento. si no es constante, el cual viene
dado por

o+ 1)

fix) + ) 72




Donde f’(x) es la derivada de la función f en el punto x. Para la demostración de este hecho se hará uso de las propiedades de rc vistas en el capítulo anterior.

Sabemos que la derivada es la razón entre el incremento de f y el mínimo incremento de x. El mínimo incremento de x es
[image: image136.png]de=(xrr)-x= 1 )
Y por (1) el minimo incremento de 7x) es

df = + 1) = ) @
Entonces. la derivada 7(x) es
Flxtrd= )

. =il @)

Al aplicar las propiedades de r. en la igualdad (3) para despejar a fix + r2). se obtiene
T+ 1) = ) + P -

De manera que, si en +A queremos mantener el real f(x) + 7= como el siguiente del real fx). debemos

tener que F(x) = 1. Y esto solo ocure cuando f (x) = x = k. es decir, cuando f es una funcién afin. siendo la
unidad el coeficiente de x

Puede suceder que, ain cuando £ no sea constante, al incrementar a x en r, la funcion 7 no sufra
incremento alguno. En este caso seria f(x) = 0 y. por ser  continua, existe un k natural o transfinito (del

conjunto T:) para el cual al incrementarse x en kr., f obtiene su menor incremento. En consecuencia. la
derivada de f quedaria

Flrter)- £(x)
=1
De donde se obtiene.

flox + kre) = fix) + F (ke +B




6.1.2 La Derivada de f(x) a Ambos Lados de x

La derivada, si existe, de f en un punto dado de su dominio, que no sean los extremos, se calcula tanto con el real posterior como con el anterior a x. 
[image: image137.png]Para demostrar esto, veamos que X estd entre x — .y x + 1., cuyas imagenes son fx — ) y fx + 1)
En consecuencia, para el intervalo [x ~ 7., x + ] s6lo existen tres imagenes que son fix — r2). fx) y fix +12).
Al calcular la semisuma de fir — ) y f{x + r;) se tiene

ey
F = et U]
De (1) se obtiene
)= =+ ) =) @
Multiplicando ambos lados de (2) por 1/, se tiene
1R~ [ty -
Entonces, podemos decir que
) = fix - 1) + (1. B

De los cierres #A de 611y ¢B de 6.1.2 se deduce que f es derivable en un punto x de su dominio, y
que no sea uno de los extremos, i y solo si

[ flamre) _ flartrd=£x)

Esto nos dice que si f es diferenciable en todo punto de (. b), entonces es continua en [2, 5]. En
efecto, al ser derivable en algin x de su dominio, entonces existen los tres valores fix — 1), 7x) y fix + 1), o
que nos dice que f es continua en x. Como los reales anterior a & (s~ ) y posterior a b (b + 1) no estan en
el intervalo dominio, entonces no se exige diferenciabilidad por ambos lados en ay b




6.2 Algunas Fórmulas para Derivadas

Se mostrará ahora cómo calcular las derivadas de las funciones que son el resultado de las operaciones entre funciones elementales, tales como las funciones: suma, producto, recíproca, cociente y compuesta. Esto se hará apoyado en las propiedades de rc ya vistas, sin necesidad de hacer un estudio detallado de la teoría de límites; como sucede en el cálculo tradicional de una variable. Esto alivia al cálculo diferencial de la carga excesiva de rigor.

6.2.1 La Derivada de una Suma

Sean f y g dos funciones derivables en un intervalo (a, b). Entonces, la derivada de la suma (f + g)(x) en (a, b) viene dada por
[image: image138.png](F+9) 1) =76 + g ).

Demostracion:
[r+glCetrd-lr+gle)

F+a)=

_ Fletrd s gletnd= 15 ()
_fletrdor() | gletrdatx)
=) + g0).
De Io anterior se tizne
(7 +g)x * 1) = (F+ ) + [F(0) + g W]

oA

B




6.2.2 La Derivada de un Producto 

Sean f y g dos funciones derivables en un intervalo (a, b). Entonces, la derivada de la función producto (f(g)(x) en (a, b) viene dada por
[image: image139.png](F9) ) = Fx)glx) + (7t
En la demostracion se usara el hecho de que para toda funcion derivable en x se cumple que fix + 1)
() + FGOr. y también reffe + 1) = £(x).

Demostracion:

Flatrdg(x+r)- Fx)g(x)

(fo)te) = Ltraletnd= (e )
Sustituyendo fx + ) por [fx) + 7(x)rz] y @ olx + 3 por [o(x) + g'G)r] en (1), se obtiene al operary

simplificar (recordar que " = 0 si 12 2)

(Fe)tx)

Tlx)glx) + g (x)ftx). .




6.2.3 La Derivada de un Recíproco 

[image: image140.png]Sea f una funcién derivable en todo punto de su dominio y tal que f(x) = 0. Entonces, el reciproco % es

derivable y su derivada viene dada por

__I@
[
Demostracion:
I T P CLAES (O] "
TG e flxdr)  f(x) ref (xtre) f(x)

Haciendo en (1) fx + 73 = 1) + F(x)rc y rlx + 72 = rf(x), se obiene, al simplificar
PO





6.2.4 La Derivada de un Cociente 
[image: image141.png]Sean 7y g funciones derivables en un dominio comin y tal que gfx) = 0. Entonces el cociente %’) es
dervable y su derivada es

£ gF -1 )
P

Demostracion:

Haciendo en (1) la misma sustitucion de los casos anteriores. se obtiene, después de operar y simplificar,
que

16 g - @g' )
WG





6.2.5 La Derivada de una Función Compuesta

[image: image142.png]Seala funcién compussta fog(x). Si g es derivable en todo punto ¢ de (. b)y f lo s en todo ¢(c) que
esté entre g(s) y g(b). entonces, la compuesta (g(x)) es derivable en todo ¢ de (s, 6) y su derivada es
(Fo.6) () = Flole)jg ).
Demostracién:
Como g &s derivable en (2 5), entonces. para cada punto de dicho intervalo
ol +r) = o) + g 0]

En (1), gfx) es la variable y g'(x)r. el incremento para cada g(x). Como f es derivable en todo punto
que esté entre g(s) y o). se tiene que

flolx + 1)) = 7 [g(x) + g (x)re] @
Y por ser 7 derivable. en el segundo miembro de (2) la imagen por f es
Flot) + gl = lolx)) + Flalx))g (ore. @)
Por (2)y (3) se tiene
flofx + r2)) = figl)) + F(o(x))g (x)re. @

De (4 se tiene
Flalatre)=r(gl=)
T fletet). ©)

¥ por ()
Flalatre)=r(gl=)
(Fo gy = = == flal))g (x). .
Note el lector que, en la demostracion anterior. no ha sido necesario imponer la restriccion ') = 0:
tal como en el caso tradicional




6.3 Derivadas de Algunas Funciones Elementales

Ahora se está listo para calcular la derivada de algunas funciones elementales. Esto se hará apoyado en las propiedades de rc y en la sección anterior.

6.3.1 Derivada de una Constante
[image: image143.png]Si fx) = ¢ (o=R), para todo x el dominio de 7. su derivada es cero
Demostracién:
Como ffx + 12}

yx) = , entonces
o - Lt 1)

6.3.2 Derivada de la Identidad
Si (x) = x para todo x del dominio de f. su derivada es 1

Demostracit
Como f{x + 1) = x +r,y f{x) = x, entonces
0 = Lt

=)
6.3.3 Derivada de la Potencia de Exponente Natural
Si fx) = x" siendo 1 un natural. su derivada es

()= ot

Demostracit
Como (x + 1.

=37+ X" ' (los demés términos se anulan porque r." = 0, sin > 2). entonces

2 K1) _ e iremst .




Para la derivada de la potencia de exponente racional se necesita la derivada de un logaritmo junto con la derivada de una compuesta.

6.3.4 Derivada del Logaritmo de Base A
[image: image144.png]Si f(x) = log 4 x para todo x real positivo, su derivada es
) =2log,e

[log,(x +7.) — logsx]

-Llog,(1+2n)

=log,(1+2n)V"

=log,e!* (Por eAde51.11)

=loge oA

Para la funcion logaritmo natural se hace A = ey se tiene que
S fx) = In(x) su derivada es

=2 .5

Ahora el lector puede calcular Iz derivada de la potencia de exponente racional
6.3.5 Derivada de la Funcion Exponencial
Sif(x) = & entonces su derivada es
()= &
Demostracién: .
g = L= s@ ST

(Por #B de 5.1.10)





6.3.6 Derivada de sin(x) y cos(x) 
[image: image145.png]Si fx) = sin(x), entonces su derivada es
7(¢) = cos(x).
Demostracién:
sin(x + 1) = sin(x)cos(rs) + sin(r)cos(x).

Sustituyendo en (1) cos(rs) = 1y sin(r) = r. (+Ay #B de 5.1.9) se tiene

sin(x + 1) = sin(x) + 1> cos(x).
De (2) s¢ obtiene

sinCetr)-sine
snletrmang ooy

¥ por (3) "
)

os(x).

Usando la férmula de cos(x + 1), calcule el lector la derivada del cos(x).




6.3.7 Uso Correcto de rc en la Derivación 
[image: image146.png]Al no utilizar correctamente las formulas parala derivacién. puede suceder que en una derivada como
Ia de f(x) = x2 + ax alguien infiera que la derivada s 2x si & < 1

Sin embargo, al efectuar comectamente la operacion de derivacién. se obtiene que 7(x) = 2x + &
Veamos

Lltrd= £

9 =)+ e =2+

Si por el contrario lo hacemos directamente con = /3 e tiene.

_ fltr— ) _ @ @0n 4G+ (- @

fix)

@+ G




Si en (1) anulamos antes de simplificar, entonces, f’(x) = 2x. Lo que es incorrecto. En consecuencia, se deben usar correctamente las fórmulas para derivar (recordar 5.1.12).

6.4 Máximos y Mínimos

[image: image147.png]La expresion #A de 612 permite afirnar que para encontrar los puntos criticos de una funcin f
derivable en todo su dominio, es necesario que sea f(x) = 0 6 7(x) no existir en dichos puntos

6.4.1 Maximos y Minimos si £(x) = 0

Para hacer el estudio a los puntos crticos donde existe la posibilidad de hallar maximos o minimos,
se observa que cuando 7(x) = 0. entonces, por ¢A de 6.12 se tiene

o + 1) = ) = fle = 12). ®)

Es decir, en los puntos de maximo o de minimo. los tres nimeros x — r., X y X + 1. tienen la misma
imagen Veamos entonces el porqué (x) debe ser cero en dichos puntos criticos

Sabemos que (c) es méximo local (relativo) si f(c) 2 (x) para todo x suficientemente préximo a ¢. Y
f(c) es minimo local (relativo) si f(c) <f(x) para todo x suficientemente préximo a c.

Ahora bien. si () existe y es diferente de cero, se tiene

Latrdg@)

= o
Y también
@
0 al contrario
fatro 19 o)
Y también
HED SO @
De (1)y (2) se tiene que
i + 12) < fx) < fx = ) (decrecients). 6}
Y por (5) {x) no es ni maximo ni minimo.
Por otra parte, de (3) y (4) se tiene
o —12) < 1) < {x + 1) (creciente). 6}

Y por (8) fx) no es ni maximo ni minimo.
Asi, si F{x) = 0, entonces tal x es un punto critico de fy se da la igualdad (A).





6.4.2 Máximos y Mínimos si f’(x) no Existe

Cuando f’(x) no existe, es por dos razones:
[image: image148.png]1) Se hace infinita positiva o negativamente. Es decir

)=z 0]

2) Las razones incrementales a ambos lados de x son distintas, es decir
Ty _ flrtrd=1G)

U]

Si sucede () se tendrd que
o + 1) = ) = {x ) = ) = = o

A

Como en (4) la indeterminacion puede valer 0. entonces f(x) puede ser un valor maximo o minimo
Por lo tanto, se debe estudiara f en el punto x = ¢ que da la igualdad ().

Sisucede (I), entonces 7(x) = ks por la izquierda de x y (x) = k por la derecha con k: = kz. Si ambos
nimeros son del mismo signo, f(x) es creciente o decreciente pero con discontinuidad en tal x. Si dichos
nimeros son de signo contrario, k1 < 0y k2 > 0, por ejemplo, se tendra:

i) ~ e~k 1) = —krzks < 0y, portanto

f{x) < fix —k r5) , ke(N w To). [
i +k 1) - () = krzko > 0y, portanto

fx) < f{x +k 1), ke(N < To). @

Por (1)y (2) f(x) es minimo
Sitodo es al contrario, ks > 0y k< 0. f(x) serd un maximo.
Se concluye de los dos apartados anteriores que, para buscar puntos criicos, debemos estudiar los
valores de x que hacen 7(x) = 0 o los valores de x para los cuales (x) no existe.




6.4.3 Funciones no Constantes que se Anulan en Infinitos Puntos

[image: image149.png]Ya sabemos que si F(¢) =
éste. Es decir

. entonces, el punto anterior y el posterior a ¢ tienen la misma imagen que
Fle+ ) =7(0)=f(c-r). sif(c)=0

Veamos que no todos los f(x) a partir de (c) son nulos sif no es constante. En efecto, siempre existira
un k. natural o transfinito, tal que f(c + krs) = 0

Como ejemplo, veamos que si 7 (x) = x", entonces f(0) = 0: f(nrs) = 0, etc

Pero cuando k = (22 / 257), entonces

El k anterior es un entero infinito o transfinito, ya que /n = m(i). entero infinito. Por otra parte, 2/ 270
=20, entero infinito o transfinito




6.5 El Teorema de L’hopital 

En el capítulo anterior se vio cómo calcular algunas indeterminaciones aplicando el teorema 5.1. Sin embargo, en algunas de estas indeterminaciones puede suceder que dicho teorema, lejos de simplificar, complique y, en ese caso, se debe utilizar el teorema de L’hopital. Ahora bien, para la demostración de dicho teorema, en la forma tradicional del cálculo diferencial, se necesita conocer el teorema de Rolle y el del valor medio de Cauchy. No obstante, acá se demostrará dicho teorema apoyados en el teorema 5.1 y en la propiedad de la imagen de f(x + rc) de las funciones derivables.

6.5.1 Teorema de L’hopital para la Indeterminación [image: image151.png]


 

[image: image152.png]Sean fy g dos funciones derivables en un punto ¢ de su dominio comun y tales que lim, _,. f(x) =
lim, _,, g(x) = 0. Entonces, lim, ., 72 = lim_ 7'&

o g
Demostraci
Por el teorema 5.1 se tiene
1) flxtr) o
*e ) TR gl
Como 7y g son derivables en ¢ se tiene
Flxtre) JLELTOLY
RTTC B TR PO
L@+ @ £
S+ 7@
i JE)
=lim, 22 @
Por (1)y @)
1)
sl ¢

Note el lector que aca no se impone la restriccion g'(x) = 0. Pues si g'(x) = 0 y f(x) no es cero, el limite
del segundo miembro no existe y. por ende, el del primero tampoco




6.5.2 Teorema de L’hopital para la Indeterminación  [image: image154.png]


  

Sean f y g dos funciones derivables en un punto c de su dominio común y tales que 
[image: image155.png]1) _= 1) 7169
lim, 23 =2 Entonces. lim,. 2% = lim, . 2

Hagamos
i
800= 5 @
Y
Fi9= 15 C]
Como gy f tienden a infiito si x tiends a c. entonces G y F tienden a cero. Por o tanto, al dividir (3)
entre (5) se tiene
16 _ 6x)
o F@ o
Aplicando limite en (1) se obtiene
) o)
lm e oo = e ey @

Por otra parte

s Rwemery
£ Fetr)f) | Fawrd “Fixj . F@Fero

) o0 " I Ctarg
PR " T

oWty ey
S FGRGr caroety O




Al aplicar límite en (3) se obtiene, por ser F y G derivables en c
[image: image156.png]£ _ Serr) Fletn) “
e () T F@R(ern) Glerr) @

Pero, como F y G son continuas en un ndmero infinito de puntos cercanos a ¢, entonces

) _ | SEEErIRGtr) _ @Gt Fletr)

e E () *2C F@F(r+r)Gxtre) | F(F(ctro) Glotry) ®
Por (5) y (4)
i, £y 5
lim, L= lim, 25 ®
Y Por (6) y (2)
s i) .
2 g(x) 20 g (x)





6.6 Sobre Derivadas de Orden Superior

Ya sabemos cómo obtener la derivada f’ de f. A esta derivada se le llama derivada de f de primer orden. Ahora bien, puede suceder que f’ sea también función de x y derivable en algún intervalo (a, b). En consecuencia, [f’(x)]’ existe y se le llama segunda derivada o derivada de orden 2. Siendo esto así, veamos algunas consecuencias.

6.6.1 Cociente de Cocientes con rc 
[image: image157.png]Si 7" es también una funcién de x y derivable en algin intervalo (s, b), se tiene, segin todo lo visto,
que su derivada, es
£llatrd—f')

1109 = £ = L2 0
Sustituyendo a 7« + r2) y 7(x) por sus férmulas se tiene
1 [flatan,
rw =1 @

La pregunta acé es ¢porqué el cociente de (2) tiene sentido si r.? = 07 La respuesta es: porque los
numeradores de cada témino en (2) son ceros residuales y. asi. la expresion sigue siendo una
indeterminacion. Observe que el cociente en (2) se escribe

flrsaroplaesrd_fesre

Y0 P ——— @

En (A) se tiene &l producto =
(4). que podemos llamar “cociente de cocientes con 77, tiene sentido.

1 3
222°= % Entonces, (A) es =.0 = § . En consecuencia, el cocients.




6.6.2 f’’(x) Cuando f’(x) es Cero

[image: image158.png]Al derivar, cuando 7(c) = 0, se tiene que los nimeros ¢ — 1., ¢y ¢ + 1. tienen siempre la misma imagen
por medio de la funcion . Esto se cumple para todas las funciones f(x) excepto para las funciones afines de
Ia forma fx) = £ for + .

Porotra parte. el hecho de cumplirse que fic ~ ) = f(c) = f(c + 1), no significa que f(c 1) = F(¢) = (e
+1). Esto lo podemos demostrar con base en el siguiente cuadro

Pl = ey

O ‘
Flemr)= 10T ) !
)= f)—fler) (a)

T 0]
fll =2 (b)
Pl = Lt
et = Lty m

De la inspeccion del siguiente cuadro, se podria asegurar que si £(c) = 0, entonces todas las demas
derivadas son también cero y. por tanto, 7'(c) = 0. Entonces se tendria
7o — 2) = flc - 1) = 7(6) = (6 + 1) = .= 7(c + ) vneN. Es decir las tangentes a la curva fix)
tienen Ia misma pendiente en cualquier punto de £ lo cual es absurdo. Por lo tanto, el hecho de ser fc ~ r.)
fic) = f(c + r2) no significa que la sequnda derivada de 7 en c. '(c), también vale cero
Lo anterior lo podemos verificar con la funcién f-R—R definida por
) =%+ x

Donde la derivada de  es F(x) = 2+ 1
Para x =~ 12 se tiene que F(~ 1/2) = 0. Sin embargo, (- 1/2 + 1) = 2r. = 0. Ademds. (x) = 2 7x<R




Este hecho nos permite utilizar la segunda derivada de f, si existe, para estudiar sus puntos críticos.

Nota: Para saber cuál es la notación apropiada para f’(x0) en la determinación de la ecuación de la recta tangente a la curva dada en el punto x0, se procede de la siguiente manera, sabiendo que rc es incremento positivo. La ecuación de la recta tangente en x0 es:
[image: image159.png]¥~ flxa) = F(xo)(x = xo). [
e (1) se tiene, al cambiar y por f(x)

Flo) = Lt @
Como r e un incremento positivo, s tiens que x ~xs = . de donde s isne por )
i) = Lt 1) R

¥ Ia tangente n x; es distinta a la tangente en x; . o por ser x = X; + r. y las tangentes tocar a la
curva en un punto dnico




6.6.3 Los Puntos Críticos de f y la Derivada f’’ 

[image: image160.png]Ya se vio que si 7 posee un extremo (maximo o minimo) en el punto ¢, entonces la derivada en ese
punto vale cero o no existe. También se vio que si 7(c) < 0 ( > 0), entonces f es decreciente (creciente) en [c
~ 1. 6 + 1] Como esto también vale para la funcion 7(x). entonces, si 7(c) < 0 (> 0),  es decreciente
(creciente) en [c ~ 7., ¢ + r.]. Todo lo anterior nos permite demostrar con mucha sencillez el criterio de la
derivada segunda para estudiar los puntos criticos de 7.

Criterio de la sequnda derivada

Sean 7y 7 derivables en ¢. i 7(c) = 0. entonces, f(c) es un méximo local (relativo) i (g} < 0.y un
minimo si (g} > 0
Demostracién:
Sea(c)= 0y 7'(c) < 0. Entonces, f es decreciente en ¢ y se tiene
o+ 1) <7(e) < Flo 1o [}

Como (c) = 0. se tiene por (1)
1= flemkrg)

o -y = LOLE 0, keR}. @

Flo+ry)= LSO g g ®
Ypor2)y @)

#6)> flo— ki) y 76) > fe e 1), keRS. @

¥ por (4)
fic) es un méximo relativo .




De igual forma se prueba la condición de mínimo.
[image: image161.png]6.7 Las Derivadas de Funciones f: RI->R con r,

Todo o estudiado anteriormente, sobre la derivacion con r. para funciones de una sola variable, se
puede extender. sin ninguna dificultad. a funciones £ -R” — R™. Aca veremos algunos casos en donde la
ttiizacién de r. simplifica considerablemente la demostracion de teoremas con funciones 7 © RE — R
(campos escalares).

6.7.1 Derivadas Parciales de flx, y)

Seaz = f(x y) una funcién continua en un abierto U = R? y diferenciable en cada punto (s, b)<U (se
supone conocida por el lector la continuidad en cada variable separadamente. asi como Ia diferenciabilidad
parcily todo o rlscionads con atopologia &n ). Entonces,la dervadss pariles de  son
Loy i)

Sy ®
[N ®
Porlo tanto, de (A) y (B) a2
e+ e y) = )+ S @) ©

oy s m = fix )+ Z (x5 ©




Al igual que en el caso unidimensional, la existencia de las parciales (A) y (B) implica la continuidad en cada variable separadamente.

6.7.2 Igualdad de las Derivadas Mixtas 

Se mostrará ahora lo sencillo que es demostrar el teorema sobre “la igualdad de las parciales mixtas”.
[image: image162.png]E

Si flx, ) y sus derivadas parciales, o (%,5) y Z{(x,y)v son derivables en un abieto Uz R?,
E% E%

- yan (0Y) = gy ()

Demostracion:

Por (A) de 6.7.1 se fiene

entonces

[

Y también
- fasroysrg-fsrey _fayrri-fon

) @

El numerador del segundo miembro de (1) se puede escribir
UGy )~ fey +n) - fatn) +fENl @

La expresion (3) es equivalente a
Tlrtreytr)ylrtroy) _ flaytrd=r(zs) @
La expresion (4) es el numerador de (2). Porlo tanto, (1) (2). (3) y (4) nos dicen que
71 71
vax (9D = 555, (07 .





6.7.3 Diferenciabilidad Total Implica Continuidad 
[image: image163.png]2
sy Zf(x,y) existen y son diferenciables en U=R?, entonces, f es continua en U
Demostracion:

De laigualdad (1) de 6.7.2 s obtiene

IEM (=] )’ [f(x+rc.y+rc)*f(x.y+f,)*f(x+fc.y)+f(x.y)]

Por (1) y el apartado 5.1.7 se tiene que
flrtry+n) —fley+n) = flx+m,y) +f(xy)

Por (2)
fx+ fon y + 1) + fix, y) = fix, y + 1) + flx + 12, ) @)

Sustituyendo el segundo miembro de (3) por (C)y (D) de 6.7.1 se tiene, al simplificar

oty ) = M) + L o) + L el @

La igualdad (4) se puede escribir. conr, < k <1, como
; p
o vk ey ) = )+ BE (63) + L ()l ©

Al tomar limite cuando k tiende a < 1 en (5) se fiene
limy ey fx +hT,y +hn) =M y) )

fes continua en U, .




6.8 La Derivación Compleja con rc 

Con la razón de continuidad también es sencillo derivar funciones de variable compleja. La aplicación es idéntica al caso unidimensional, sólo que acá se usa también una razón compleja para la variable y en la obtención de las ecuaciones de Cauchy-Rieman. 

6.8.1 La Derivada de f(z) 

[image: image164.png]Sea f(z) = u(x. y) + iv(x. y) una funcién de variable compleja continua en un entomo de un punto z
Entonces. su derivada es. al igual que en el caso de una variable real

- m-::—m) W
Por otra parte
fl2) = [ulx. )T+ [vix. y)] @
Entonces, por (2)
< FE@) et utey) | et (o)

Y por 3) r‘ " "
12) = uslx. y) + ivs(x. y). .




6.8.2 Ecuaciones de Cauchy-Rieman

[image: image165.png]Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) y continua en un entomo de un punto z Por el apartado anterior se tiene
que Ia derivada al incrementar la variable real es
7(2) = vl y) # il ). [
i ahora incrementamos la variable imaginaria, manteniendo x constante, se tiene

flz+ r) = e+ ily + 1)) = fx + iy + ) = wlx, y*irs) + ivix, y#ir). (2)

Por (2)y al derivar tomando a x como constante se tiene
) < FETTE)_aleytind—ate) | inleytind inGes)

@)

En (3) cancelamos / en la parcial de v y multiplicamos la parcial de u por i/ 7y se obtiene
)= (1) Bty | slaytirg-vCe) «

Por (4)
7(2) = vylx. ¥) - ity (x. y). ©)
Igualando las partes reales & imaginarias de (1)y (3) se tiene
BTy U= .




6.9 Analogías Entre dx y rc 
Se concluye este capítulo haciendo una comparación entre el rc deducido en este trabajo y el dx utilizado tradicionalmente en nuestro cálculo diferencial.

Observe el lector la secuencia seguida en el cálculo tradicional:
[image: image166.png]760 = limy o 3

stan) 1) _ay
2 ax

[

Por (1)
Timy, g Ax = de =0 @

Ypor()y (2
Tim o [f(r +8x) = F()] = fx + db) = fix) = dy = 0. (3)

Entonces, por (1), (2)y (3) se tiene
_fxran- s
o =222 @

Y de (4)
o+ 0) = 70 + P ©




Por todo lo anterior, ¿cuál es la diferencia entre el cálculo diferencial tradicional y el cálculo diferencial presentado en este trabajo, si se tiene que dx = rc? Ninguna; pero en esta nueva forma de presentar el cálculo diferencial de una sola variable existen muchas ventajas con respecto a la tradicional. 
CAPÍTULO 7 

Marcando errores
7.1 Demostraciones Erróneas 

En esta sección se presentarán algunas demostraciones erróneas. Estos errores han pasado desapercibidos durante todo este tiempo. La causa de ello es que los matemáticos no son (casi nunca) dados a analizar aquellos detalles que aparentemente son demasiado sencillos, prefiriendo analizar los detalles que les parecen más complejos. En el presente estudio a estas demostraciones se darán a conocer los simples detalles donde hubo el error de cada una.
7.1.1 La Demostración de Irracionalidad de (  es Errónea
[image: image167.png]Versmos aca una de las demostraciones de irracionlidad del nimero =. Esta se fundamenta en el
s
estudio del comportamiento de Ia funcion f, () = " Iz cual permanece entre 01y 1 para 0 < x < 1

Después de hacer unas transformaciones muy bien concebidas se llega a las siguientes igualdades
) = b7 [52° o () = 737~ 2 £ + 2274 249 () =+ £ (]

H (x) = G'(x) sen(ax) - = G (x) cos(mx) y Hix)

2 & f,(x) sen(xx). donde

G (0)=enteroy G (1) = entero y donde se supone a = T & b= N

Se demuestra muy habilmente que 0 < =2 & #,(x) sen(zx) < 1. cuando n es suficientemente grande,
para todo x en el intervalo [ 0. 1], y luego se aplica la propiedad de las integrales que asegura que

SiF60 <9 () x = (2 6], entonces. [ F(R)dx < [ g ()dx siendo ¢ ()= 1 e este caso, y ol
intervalo [ 2, 6]=[0.1]

He aqui el emor. La expresion =2 &" (x) sen(xx) permanece entre 0 y 1 para todo los x < [0.1].
cuando n es suficientemente grande, sélo en el caso de ser & < 4n. Como & es un entero cualquiera, es
necesario tomar en cuenta el caso cuando & = 4n. Veamos lo que sucede cuando el valor de n. por muy
grande que sea. ya ha sido fijado, & = 4n y el valor de x &5 112 el valor de n queda fijo y la variable es x).

Se tendra que 2= 4n; x = 1/2; £, (x) = T4

a1/ senx(1/2)

Ahora bien, como :— >n, 7 nz3 (se demuestra facilmente, por induccion completa, por ejemplo),
entonces

w2y S1=70

228 (11 2) senfx (1/2)] = %>n2n>>1




De tal manera que la expresión (2 an fn(x) sen((x) no permanece entre 0 y 1 en todo el intervalo [0,1] si a ( 4n. Por consiguiente, no es aplicable la propiedad de las integrales referidas anteriormente y, por ende, la demostración es errónea.

El error en la demostración anterior ya se había perpetrado al demostrarse que
[image: image168.png]- <150 n es suficientements grande y  es cualquier entero. Puesto que si 3 es cualquier entero, se

puede tensr que 2 = . por muy grande que sea sl entero n. Y siendo esto asi. es falso que o < 1

Veamoslo cuando
Se tendra que

"= nnn_n (n factores iguales an) [}
Por otra parte

nl=n (1) (12) - 2.1 (n factores) @
Divicndo (1) ents (2) 5 tiene

L= Tl e nsin>2 Loque demuestraque S > 1siazn





7.1.2 La Demostración de Irracionalidad de e es Errónea 

Otra demostración acá cuestionada es la de la irracionalidad del número e. Veamos por qué dicha demostración es errónea.

La demostración es como sigue:
[image: image169.png]0l

2

3) Sedemuestraque 0< gl (e-Sq) < i .y !'S, esunentero
4) Se supone que e es un racional de la furmaf

5) Se demuestra que g (;3, S,) es un entero mayor que cero y menor que 1

En los cinco pasos anteriores parece que todo es normal. Pero observemos el cuarto paso. En éste
2 : .
se toma e = 2. He aqui el emor. Si observamos el paso 2, el q de la q-ésima suma parcial s ¢l mismo q del

B : :

denominador en e = % Pero, para que Ia q-ésima suma parcial se pueda converr en e. el q de ésta debe
’ B

tender a infinito, mientras que el q del nimero e = £ debe permanecer constante, es decir, se fiene la

siguiente igualdad

s ge 1
efozn,t

De esta manera, tenemos un nimero q que tiende a infito y a la vez permanece constante. He aqui
Ia trampa que el demostrador de todo esto, involuntariamente. se supone, le tendié a la matemética

Para que la demostracién anterior funcione, se debe tomar a e = 2 donde r es un entero cualquiera.
Pero, entonces, en la expresion gl ({ —S). se puede tener que r > gl y. por tanto, su valor puede ser
menor que uno sin ser entero




De todo lo anterior se desprende que la demostración en cuestión es errónea. 
[image: image170.png]7.1.3 La Demostracion de Iracionalidad de vZ es Erronea
Para demostrar que V2 es iracional, setoma V2 = f y se supone que dicha fraccién es imeducible.

Ahora bien, Ia fraccién que genera a /2 esta formada por enteros infinitos, y en capitulos anteriores se vio
que cualquier entero infinito contiens como factores a los primos finitos.

Por lo tanto, dicha fraccion no es simplificable ain cuando tienen factores comunes numerador y
denominador (;quién puede simplificar una fraccion cuyo numerador y denominador tienen infinitas ciffas?).
De esta manera, al tomar una fraccion imeducible se omiten los enteros infinitos. Por consiguiente. en dicha
demostracién lo Gnico que se prueba es que V2 no posee una fraccién finita y no el que dicho nimero sea

irracional. Ya que ser un ndmero irracional significa no provenir de una razén (finita o infinita): a menos que
se cambie Ia definicion de imacional

7.1.4 Ninguna Funcion f: N'xN* —N" es biyectiva
Para demostrar que una tal f: N'xN* —N* no puede ser nunca una biyeccién, veamos que el cardinal
del producto cartesiano #N'xN*) = #N° #N* = 0.0 = o? Pero, en el capitulo 1 vimos que w? > @ = #N°. Por
Io tanto, dicha funcién nunca puede ser una biyeccion. Por otro lado, la funcién
£ NN SN . m) = n

Es una funcién sobreyectiva pero no inyectiva. En consecuencia, el teorema 15 nos dice que
HNXN) > 8N




7.2 Correcciones a la Teoría de Funciones

Una teoría como la de funciones reales con tan variadas aplicaciones en la vida diaria no debe contener absurdos. Por tanto, se presenta en esta sección una forma de corregir algunos inconvenientes que se presentan en dicha teoría a consecuencia de la razón del continuo.

[image: image171.png]lad no Apropiado en R
Un criterio de Inyectividad generalmente aplicado alas funciones reales dice que

“Una funcion AR — B2R es inyectiva si Txy=A | f(x) = fly) > x = y"

Veamos aca que cuando el conjunto dominio es R o un subconjunto de éste, dicho criterio falla y. por
tanto, no es apropiado

Seala funcién 7 A= R — fiR)z R tal que

:
0= 3x o
Si en (1) sustituimos a x por su consecutivo x + 1, se tisne que

f(x+,c):§(x+,c):%o§,5:% @

Por (1) y (2). vemos que 7no es inyectiva. porque tenemos que fx) = fix + r.) y sin embargo x = + 1.
Veamos lo que sucede si aplicamos el criterio anteriormente mencionado

Sea flx) = fly). Entonces, x = 3y. ¥ muttplicando por 2 en ambos miembros, s tiene que x =y, por
tanto,  es inyectiva: lo cual es falso




Por todo lo anterior, el criterio de inyectividad que acá se alude es aplicable sólo cuando el dominio no es un conjunto de números reales. Cuando dicho dominio sea R o un subconjunto de éste se debe aplicar el criterio de la derivada el cual veremos enseguida.
7.2.2 El Criterio de Inyectividad de la Derivada
[image: image172.png]“Una funcion f: A= R — f(A)= R es inyectiva sélo en aquellos intervalos donde se tenga que

17l =10
Demostracion:
Sabemos que. porIa diferenciabilidad de 7. se cumple
o+ - )= (9 1 0]

Supongamos que f es inyectiva. Entonces se tiene
e+ 1)~ 70 =0y, portanto, f (x). =0 (2)

Entonces. por (2)y propiedades de r.

Fel=1 @
Reciprocamente. Si |f (x)| = 1, entonces, £ (x). r =0y, por tanto
T+ )= 0= 0. @
Yde(4)
7 es inyectiva ®

Por (1). (2. (3), @) y (5) se concluye que
fes inyectiva si, y sélo si, | f (x)/2 1 .




7.2.3 Un Criterio de Inyectividad y Sobreyectividad a la Vez 

Ya vimos que para toda función f, si (f’(c)(< 1, entonces f no es inyectiva en los alrededores de c. Sin embargo, en este criterio se necesita calcular la derivada de f y resolver una inecuación (o un sistema de inecuaciones) que en algunos casos resultará muy laborioso. Veremos ahora un criterio que nos permite inferir la inyectividad y la sobreyectividad a la vez sin necesidad de efectuar cálculos complicados; tan sólo se necesita darle dos valores distintos a  la variable x y obtener dos valores de f(x). Este criterio, que acá se denominará “IN-SO”, se fundamenta en los teoremas del capítulo 1.

Criterio de Inyectividad y Sobreyectividad “IN-SO”
[image: image173.png]“Seaf [a. b} fla. 5], con &y b muy cercanos
1) Sib-a= f(5)-f(s)|. entonces f es biyectiva.
2) Sib-a> |f(b)-fa) . entonces f es sobreyectiva y no inyectiva (so-no-in).
3) Sib-a< f(t)-f(s). entonces f es inyectiva y no sobreyectiva (in-no-so)".
Ntose que a propiedad 1) 5o 6a salo cuande, 703 = 1 tods [a. 5 Esto 0 comprusba aplicando
Ia igualdad
o+ 1) = ) + 7). 7.

En efecto, sif(x) es variable en [5, 5], entonces. en dicho intervalo f serd algunas veces inyectivay no
sobreyectiva o sobreyectiva y no inyectiva. Pero si | #(x)|= 1, entonces, f(x) = 10 f(x) = ~1y. por lo tanto,
fx)=x +c 0 fix) =~ x + ¢ (¢ constante). Esto nos indica que s6lo las funciones reales de Ia forma (x) =
+¢ son biyectivas en todo R

Ahora bien, una observacion muy importante es que, cuando se desee aplicar el criterio IN-SO, se
debe tomar el intervalo lo més reducido posible (al menos menor que la unidad), pues un intervalo muy
extenso puede arojar un error. como veremos en el siguiente ejemplo

Sea la funcién . R R definida por

fx) =2 -1

Si ac4 tomamos el intervalo [0, 1] como dominio, obtenemos como rango el intervalo [-1. 0] y por
tanto, el criterio nos dice que en [0, 1] f es inyectiva, lo cual no es asi. Para comprobarlo, témese el intervalo

10. 31 como dominio y se obtendré [ 1. — 2] como rango. Como la longitud de 0. 2] es mayor que la longtud

1
21 . entonces el critrio nos assgura que en [0, 3] f es sobreyectiva y no inyectiva




7.2.4 La Sobreyectividad Implica Continuidad en el Rango

Cuando se estudia la continuidad de una función f en un intervalo [a, b], se dice que si ésta es continua en [a, b] todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) son imágenes de algún x((a, b) . Veamos acá que esto es erróneo cuando f es inyectiva y no sobreyectiva, revisando el ejemplo dado en el apartado anterior. 
[image: image174.png]Alivimos que para el intervalo [0, 3] se obtuvo como rango a[ -1, =2y, por tanto, f s sobreyectiva
Esto significa que tados los valores de [ -1, =1 son imagen de algin x de [0, 2] y. en consecuencia, la

gréfica de f en [0. 3] no posee huecos o discontinuidades dadas por el ango. Pero, veamos lo que sucede
en el intervalo [1: 1.5]




El rango para dicho intervalo es [0; 2,4] y, por el criterio IN-SO, f es inyectiva y no sobreyectiva en [1; 1,5]. Esto nos indica que en [0; 2,4] existen reales que no son imagen de ningún real del intervalo [1; 1,5]. En consecuencia, en el gráfico de f perteneciente a este intervalo deberían existir vacíos (discontinuidades) ocasionadas por la discontinuidad en el rango. Por todo lo anterior, la sobreyectividad es la que implica la continuidad, y por tanto, un trazado continuo en la gráfica; no así la inyectividad sin sobreyectividad. Sin embargo, el humano nunca apreciará los vacíos o discontinuidades que deberían existir en el gráfico de una función, cuando ésta es inyectiva y no sobreyectiva (in-no-so) en algún intervalo. Esto, por la propiedad de dilatación de los puntos a la cual nos referimos en el capítulo 1.

7.2.5 La Sobreyectividad y la Continuidad Uniforme

Si llamamos función continua en [a, b] a cualquier función que esté definida en dicho intervalo sin importarnos si es in-no-so o so-no-in, entonces, podemos demostrar que cuando f es inyectiva y no sobreyectiva (in-no-so) se da lo que se ha llamado continuidad no uniforme. Es decir, si (f’(x)(>1 para todo x en algún intervalo (a, b), entonces f no es uniformemente continua en dicho intervalo. Esto lo veremos en el siguiente teorema.

Teorema sobre la continuidad uniforme:
[image: image175.png]“Una funcién es uniformemente continua en [, 5] si. y sélo si. | 7(x)/< 1 en [a. 5"
Demostraci

Sea f una funcién definida en un intervalo [&, ]y tal que | F(x) <17 x < [2, 5] Sea

0<z=ldyo<inl<s [
Por hiptesis se tiene

7)< 17 x <[a 6] @
Por (2) y I definicién de derivada se tiene

[ +r)=fx) <=2 Tx =[a 5] 3)
Por (1)y (3)

fes uniformemente continua en 2, £] .

Reciprocamente. Sea  uniformements continua en [, 5], entonces
(2> 0)@ > 0)/ (vxye[ab]) (ly-x1<5- |~ fedl<= (1)

Por (1), para0 <2 =rly y = x + 1., setiene
[fox + )~ fix) <l el =2 7 x = [a. B] @

Multiplicando ambos miembros de (2) por 1/ 72| se tiene

Y por (3)y definicion de derivada
7)< 17 x <[z b] .




Nótese que, por el teorema anterior, la función sen(x) es uniformemente continua en todo R, ya que [sen(x)]’ = cos(x) y (cos(x)(( 1 para todo x de R. Igual sucede con la función cos(x).

7.2.6 ¿Porqué es Correcto el Cálculo Integral? 

Según la definición de integrabilidad, una función f es integrable en [a, b] si es continua en todo el intervalo. Esto exige que la gráfica de f no tenga huecos o interrupciones. Siendo esto así, ¿por qué la integrabilidad funciona bien si en [a, b] f puede estar bien definida y, sin embargo, tener huecos o vacíos en el trazado de su gráfica, según lo visto en el apartado 7.2.4? La respuesta a esta interrogante es: 

1) La cantidad finita o infinita de huecos o vacíos que ocasionan la discontinuidad en el rango no son notados por el ojo humano porque cada real es un punto, y éstos no tienen dimensión.

2) En todo el trazado de la gráfica están representados todos los puntos del dominio, y si la longitud del trazado es mayor que la longitud del intervalo en cuestión, es porque cada punto tiene la propiedad de dilatación a la cual ya nos referimos en el capítulo 1.

3) Lo que exige la integrabilidad es que f esté definida en todo el intervalo a integrar; en consecuencia, no se necesita que f sea uniformemente continua para su integración en un intervalo donde esté bien definida. Por consiguiente, f será siempre integrable siendo inyectiva y no sobreyectiva o viceversa.

Las tres razones anteriores permiten que el hombre pueda aplicar el cálculo integral a cualquier curva real sin ningún inconveniente, aplicando las reglas ya establecidas de continuidad, y obteniendo sus resultados correctos.

7.3 Dilatación y Contracción de los Puntos en Funciones Reales 

En la sección anterior se vio que la dilatación y contracción de los puntos originan algunos inconvenientes en el cálculo con funciones reales. Acá se explicará con más detalles estos inconvenientes y cómo ellos mismos se superan sin que nos demos cuenta de nada.

7.3.1 Ubicación de los f(x) en el Eje Y

La propiedad de contracción o dilatación de los puntos nos ocasiona algunas dificultades cuando operamos con dos o más reales infinitamente próximos. Veamos esto con un ejemplo.
[image: image176.png]Seafix) = x2+ x Su derivada es 7 () = 2+ 1. El intervalo real donde | 7()< 1es (- 1.0)

Por lo tanto, si x = ~ 114, entonces, (- 114) < 1y, en consecuencia, se tendrd que: 7 (14 + 1) = 7 (-
) + £ (1d)r.. Como 7 (-1/4) < 1. entonces, £ (14 + ) = (- 114)

=) rh

Ahora bien, sabemos que f (-114) 2.

Consiguientemente, (14 + r.) y (- 114) son distintos en su valor real pero al contraerse ocupan la
misma posicion en el eje Y y de alll que aparezcan como dos nimeros iguales. Por todo esto, alguien
podria argumentar. actuando con ligereza, que la matemética es eménea: esto lo motivaria el no conocer la
propiedad antes mencionada de los puntos

Ahora bien, cuando 7(x) = 0, sabemos que no necesariamente es 7(x + 1) = 0: como vimos en el

apartado 6.2 del capitulo anterior. Como el valor de 7(—3) = 0, nos podriamos preguntar ¢cual

i B 1 1 . 1
nimero después de — 3 tiene imagen diferente de f(—3) = — 37 La respuesta es” el nimero — 3 + k.,

» 1
siendo = 29/2 cuyaimagen es =3 + 7.




Lo anterior tiene su lógica, pues, cada vez que los puntos de un intervalo menor se corresponden con los puntos de un intervalo mayor (o viceversa), éstos se ven obligados a dilatarse (contraerse) y, por tanto, esto también le sucede a los números que dichos puntos representan. 

Todo esto nos muestra las series de dificultades que aparecen al operar con las imágenes de dos reales que estén infinitamente próximos. Dificultades que los mismos números superan sin que nos percatemos de nada, gracias a la propiedad ya mencionada.

7.3.2 ¿Porqué la Biyectividad en Funciones Reales?

Ya vimos que cuando una función es in-no-so, existen números reales en el rango que no son imágenes de ningún real del dominio. Por lo tanto, no debería existir la función inversa para una tal función. Sin embargo, cuando para cada real f(x)(f(A), f(x) tiene una sola contraimagen, existe la función inversa f -1 en todo f([a, b]), ya que cualquiera que sea el número real k que esté entre f(a) y f(b), y para el cual no existe x([a, b] tal que f(x) = k, no es tomado en cuenta al aplicar la función inversa a cada uno de los reales de f([a,b]). Ahora bien, cuando el intervalo [f(a),f(b)] es trasladado al eje X, también en este eje existe k ([f(a), f(b)]. En consecuencia, f -1 tendrá que darle una imagen a k. Por lo tanto, f -1(k) será igual a f -1(c), siendo c y k dos reales que están infinitamente cerca. Así, si f es in-no-so en [a, b], entonces, f -1 será so-no-in en el rango [f(a), f(b)]. 

Lo anterior nos indica que la biyectividad en el continuo no es una biyectividad tal como en el caso de conjuntos discretos. Pues, ha quedado claro que no puede existir una función, diferente a la función afín, para la cual exista una biyección algebraica, es decir, una biyección donde cada elemento del codominio se corresponda con uno, y sólo uno, del dominio. Sin embargo, existen dichas biyecciones, o por lo menos así lo notan nuestros sentidos, gracias a la dilatación o contracción de los puntos.

7.4 El Teorema del Valor Intermedio y su Demostración 

El teorema del valor intermedio nos asegura que si f es continua en [a, b] y d es un número que está entre f(a) y f(b), entonces, existe x([a, b] tal que f(x) = d. Esto es verdad, gracias a la dilatación o contracción de los puntos, pero las demostraciones de dicho teorema son erróneas. Veamos por qué.

7.4.1 Primera Demostración Errónea

Una de las demostraciones que dan algunos autores es la siguiente: 
[image: image177.png]1) Suponen que fig) < d < fi5).
2) Suponen que ¢ <[a. 5] y fx) < d. x <[a )y fx) > d Txe(c, 5]
3) Llaman a ¢ el supremo del conjunto A = {fx) /fix) < d }

4) Suponen que si f(c) < d. entonces existe utal que f(u) < dy portanto ¢ no es el supremo de A

He aqui el error. Cuando d esta entre f(s) y (b) y no es imagen de ningun x<[a. 5], entonces existe ¢
en [a. b] tal que f(c) < dy f(c + 1) > d (0 viceversa). En consecuencia, se puede tener que f(c) < dy. sin
embargo, no existe ningun u entre ¢ y ¢ + 1. tal que f(u) < d. De esta manera, la demostracién es eronea

Como un ejemplo de lo anterior veamos la funcion fx) = x°. Si x = 3. entonces. 7x) = 27. Si ahora
hacemos x = 3+ 1., se obtiene que 7(x) = 27 + 27r.. Asi, los nimeros 27 + 15, 27 + 2., . 27 + 267. no tienen
contraimagen en [3, 3 + r.]

Del prrafo anterior se tiene que 3/27 + 277, = 3 + r.. Pero, la raiz cubica de los nimeros 27 + r., 27
+2r, . 27+ 26r,. serd 3 para todos ellos. Hagamos un breve paréntesis para ver esto
27+ 270 =3+ 3(F0) + 30 + 2= B+ (1)

V27 +27, =B+ =3+ 0 A

Ahora, tomando 1< 2 < 27, tenemos
Y27 +ar=x @
Multiplicando (2) por 3/7; se tiene

V2T ar = xfn @

Por (3). al ser 2= 0, se tiene

xyfr, =3/, >x=3 +B

De (1) se tiene




Esta es la belleza intrínseca que poseen los reales; belleza que es debida a la propiedad de contracción y dilatación de los puntos unido a la razón del continuo.

7.4.2 Segunda Demostración Errónea

Otros autores demuestran al teorema en cuestión de la siguiente manera:
[image: image178.png]1) Se apoyan en el teorema de Bolzano, es decir, f(2)f(5) < 0. y f(s) < d < 5) (o al contrario).

2) Emplean una nueva funcion g tal que gfx) = (9 ~ .

3) Como () < 0y g(8) > 0, por Bolzano, existe ¢ en (s, b) tal que g(c) = 0. Entonces f(c) = d.

Ahora bien, el error que se comete ac estd en la seleccion del nimero d Pues, al hacer g(x) = f(<) ~
d. se tiene que d es un ndmero del conjunto {f(@). .. f(5)). Veamos esto analizando la funcién fx) = x* y ala
funcién g(x) = fx) - d = x* ~ d (para cualquier otra funcion el razonamiento es analogo).

Observemos que si g(k) = 0, entonces, k° ~ d = 0, de donde k* = d. es decir, el d que se toma para
formar a la funcion g siempre serd un nimero del conjunto {fe). ... (b)), pues, k es un nimero de [2, 5] y
esta definida en [s, 5] Por tanto, 7k esté en {f(z), .. f(5)). Esto sucede asi por la dilatacion de los puntos,
ya que en el rango fla. 5] todos los puntos estan dilatados y ocultando al nimero d.





De lo anterior se tiene que al tratar de demostrar el teorema del valor intermedio utilizando a Bolzano, el cual es una consecuencia del valor intermedio, le tendemos una trampa a la matemática igual que al demostrar la irracionalidad de e.

7.4.3 ¿Por qué es Verdadero el Teorema del Valor Intermedio? 

Ya hemos visto que las demostraciones del teorema del valor intermedio son erróneas. Sin embargo, dicho teorema es verdadero. Y esta verdad es gracias a la dilatación o contracción de los puntos y a la propiedad de la razón del continuo de actuar como el cero absoluto en los casos en que existe dilatación o contracción. Expliquemos esto bien, razonadamente. 
[image: image179.png]Admitamos que para una cieta funcion (tomémosla creciente. ya que para decreciente el
razonamiento es andlogo) f [2. b] - [fs). f(5)]. continua en su dominio, se tiene que d s un nimero real tal
que (@) < d < (b), pero no existe o[z, 5] tal que fic) = d: como vimos en el apartado 7.4.1 para3y 3 + 1.
Entonces, existe d + kr. (r. razon del continuo y k entero positivo o negativo) que ocupa el valor d Es decir,
Se tiene que existe un d + r para el cual f[) = d + kr. ocupa el lugar de d. con j<[a, b].

De todo lo anterior, se tiene que () d + kr., porque d + kr. y d ocupan el mismo lugar. Asi, 7,
actiia como el cero absoluto y el teorema en cuestion queda verdadero





7.4.4 Cómo Demostrar el Teorema

Veamos cómo demostrar el teorema del valor intermedio. 
[image: image180.png]Para ello, se supondré que en el intervalo [, 5] existe un ¢ para el cual fix) < d en [3, o) y f(x) > d en
(6. 5] y se desconoce lo que sucede en ¢. Sabemos que puede suceder que (c) < d, f) = d 6 7c) > d

Sea f: [a. ] - [fla). f(5)] tal que (@) < d < f(b). f continua en todo [z, b] y no existe k en [, 5] tal que:
#(k) = d_ Supongamos que (x) < d en 2, c) y fx) > d en (c. b], es decir,  es creciente en [s, 5]

Luego, podemos tomar el menor intervalo que contiene a el cual es (¢ =1, ¢ + 1) y suponer que fic
—r)<dyfic+r)>d

Asi, tendremos que

fe-r)<d. My fetr)>d. @

En capitulos anteriores vimos que si  '(c) = 0, entonces, fc ~ 1) = f(c) = f(c + r2). lo cual por (1) y (2)
es imposible. Por tanto, no puede ser f(c) = 0. Reciprocamente, si fuese f(c — ) = 7(c) 6 f(c) = f(c + 1) se
tendria que fic + ) ~ fic) = 0 6 flc) ~ (e — ) = 0 y. por tanto, 7(c) = 0. Por consiguiente, no puede ser fc —
£} = f(e) i ) = fle + )

De manera que, por (1) y (2)

o=1e) #1(6) # (c + 1) [}

Asi tenemos que fes uno a uno en el intervalo [~ . ¢, ¢ + 7]y, portanto, existe la funcién inversa f
W [fle ~ 1) 76 *+ 1] > [o — 15, G + ). Al trasladar el intervalo dominio [f(c ~r.): f(c + 1] al eje X. tenemos
que d = [flc ~ r); flc + r.J]. Por lo tanto, 7' tiene que darle forzosamente una imagen a d Entonces, por o
visto con anterioridad, debe suceder una de las tres altemativas siguientes

F@=o-rs @
6

@=ctn El
6 de igual forma

@=c ®

Si£(d) = 6~ . entonces, al aplicar

d=flc-r)<d Absurdo
Si(d) = ¢ + 1., entonces, al aplicar

d=flc+r) > d_Absurdo
Como no puede suceder (4) i (5), entonces sucede (6), es decir

Fd=c @

fo)=d .

Pero, jinsdlitol, sabemos que no existe k<[a, b] para el cual f(k) = d. Porlo tanto, lo que acabamos de
demostrar es que f(c) = d~ rr. = d, donde d— r, ocupa el lugar de d por dilatacion. Asi quedard que (c + 1.}
=d+me>fe)=d-nn=d>fle-r)=d~tr.

Y por (7)





De esta manera, la dilatación o contracción de los puntos, así como la propiedad de rc de comportarse como el cero absoluto cuando es necesario, permite la existencia de la biyectividad en aquellas funciones reales diferentes a la función afín f(x) = ±x + c.

Todo lo anterior nos indica que la teoría de funciones se comporta de una forma bastante distinta en los conjuntos continuos que en los conjuntos discretos. Puesto que en estos conjuntos discretos, la condición suficiente y necesaria para que exista biyectividad es que ellos tengan igual cardinalidad, mientras que en los continuos no ocurre así; como se ha puesto de manifiesto en este capítulo. 

7.4.5 Funciones Discretas y Continuas

Para internalizar mejor lo que sucede con las funciones entre conjuntos discretos y entre el continuo, las cuales acá llamaremos funciones discretas y continuas respectivamente, 
[image: image181.png]veamos que para funciones discretas sucede que si fA—>A es una funciontal que f(A) = A, entonces f
es inyectiva, ya que A = I(4) siendo | la funcién identidad. Por lo tanto, f(A) = I(A) con | inyectiva y. por el
teorema 13, f es inyectiva. Sin embargo, lo anterior es incomecto aplicarlo  funciones con el continuo
Como ejemplo tomemos la funcion

FRSR f(x) = x°
Acé decimos que f(R) = R, con lo cual tendriamos que aceptar que esta es una biyeccion de R en R.

VR VRI=R=(0

o que es falso, pues el dominio de esa funcién no es en verdad R sino el conjunto |-
0.0

Otra propiedad que no se cumple en las funciones continuas es el teorema 1.5, el cual nos dice que si
f A—B estal que f es sobreyectiva pero no inyectiva, entonces #A > #B. En efecto, la funcion FR—R / f(x) =
X~ x, es. al estilo tradicional, sobreyectiva pero no inyectiva: por o tanto, deberia ser #R > #R lo cual es
absurdo. Ademas, el dominio de dicha funcion no es R sino un conjunto con menos elementos que R, pues
si en esta funcion x toma el valor de 00 se tiene que su imagen es O° — 0 > 02, ¢l cual no pertenece a R
Ahora bien, el absurdo de ser #R > #R se da porque la funcién FR—R / f(x) = x* - x, es in=10-50 en algunos
intervalos y so-no-in en otros. Por lo tanto, es légico que no se cumpla el teorema 1.5




De todo lo anterior se tiene que cuando nos quitamos el velo de nuestros ojos y perdemos el pánico que le tenemos al infinito, dándole símbolos a nuestro último natural, así como a nuestro último real, descubrimos el gran misterio que se oculta en los números reales. Tal vez esta fue la gran dificultad con la cual tropezó Cantor al tratar de demostrar la inexistente verdad de su hipótesis del continuo.

Así, queda claro que el trazado de gráficas de funciones reales es ininterrumpido gracias a la propiedad ya aludida de los puntos. También queda suficientemente claro que todo proceso continuo no es más que la refinación extrema de un proceso discreto.

7.4.6 A manera de Conclusión 

Todo lo visto hasta ahora nos obliga a concluir lo siguiente:

1) El conjunto R a pesar de ser ordenado, contiene dentro de él al caos (operaciones con reales infinitamente próximos. Números distintos que se ubican en la misma posición).

2) Del caos que producen los reales infinitamente cerca se deriva un ordenamiento maravilloso
[image: image182.png](El conjunto R es ordenado y compacto y, ademss, es una progresion aritmética de primer término —
Qy razén r. = 1125 siendo © su dtimo término).




3) Un proceso continuo no es más que la refinación al extremo de un proceso discreto. He allí la teoría de los fractales, donde algunos procesos que comienzan siendo discretos se convierten en continuos al hacerlos indefinidamente.

4) Ahora sabemos que si dos objetos están en contacto, entonces están separados por la mínima distancia (rc), y no por una distancia igual a cero; como se pensaba antes.

5) Tal vez conocer la razón del continuo sirva de soporte en el estudio de algunas otras teorías matemáticas.

6) Estudiar el cálculo usando la razón de continuidad no perjudica dicha teoría sino, todo lo contrario, la embellece y la agiliza. 

7) Si alguien se preguntara ¿cómo es posible que exista la razón de continuidad siendo R compacto? La respuesta sería: la razón de continuidad, rc, es para R como la unidad imaginaria, i, es para C. Es decir, dicha razón de continuidad existe sólo en la imaginación del matemático; así como la unidad imaginaria. Y la razón lógica de la existencia de rc e i es que el punto geométrico, génesis del universo, existe sólo en la imaginación del hombre, pues, dicho punto no tiene existencia real. 

CAPÍTULO 8

Fin de las geometrías no euclidianas
8.1 Unicidad de la Recta que Pasa por Dos Puntos

Se presentará en esta primera sección de este capítulo la demostración del postulado de unicidad de la recta que pasa por dos puntos distintos. 

Se supone conocido por el lector todo lo relacionado con rectas, puntos, planos y espacio, así como puntos colineales y  coplanarios. 

8.1.1 Postulados de Incidencia 

Los primeros cuatro postulados que dan nacimiento a toda geometría que trate de rectas y planos en el espacio son los siguientes:

Postulado 1 (de los dos puntos distintos)

Por dos puntos distintos cualesquiera pasa una recta.

Obsérvese que acá no se está postulando la unicidad de dicha recta. Esto es porque la unicidad es demostrable a partir de los demás postulados de incidencia.

Postulado 2 (de la cantidad mínima de puntos)

a) Toda recta contiene al menos dos puntos distintos.

b) El plano contiene al menos tres puntos distintos no colineales. 

c) El espacio contiene al menos cuatro puntos distintos no coplanarios.

Postulado 3 (de los tres puntos distintos)

Para cada tres puntos distintos existe al menos un plano que los contiene.

Postulado 4 (de la recta en el plano)

Toda recta que tiene dos de sus puntos en un plano, está contenida totalmente en dicho plano.

Para la demostración de unicidad de la recta que pasa por dos puntos distintos sólo se necesitan los siguientes dos teoremas.

8.1.2 Teorema 8.1 (el plano que contiene a r y no a s)

Si dos rectas se intersecan en algún punto (por postulado 1 y postulado 2 parte b, lo hacen), entonces existe al menos un plano que  contiene a una pero no a la otra.

Demostración: 
[image: image183.png]Sean ry s dos rectas distintas y supongamos que se intersecan en algin punto A. Entonces
resyAc(ns) 1)
Como r = 5. entonces existe al menos un punto B = A que perienece a r pero o a s o viceversa.
Entonces, sea

BeA, Bery Bes. @
Como s también contizne al menos dos puntos. sea

C=Ay Ces @
Por (1), 2y (3)

A By C son distintos. @

Por (4)y parte ¢ del postulado 2. existe un punto D, distinto a A, By C tal que
A_B.C.Dsonno coplanarios.  (3)
Por (4)y (5)

A By D son distintos 6}
Por (6) y el postulado 3, existe al menos un plano f que contiene a A, By D. Por lo tanto
3p/A B.D<p 4]
Por (1). )y (1)
A BeryA Bep ®
Por (8) y el postulado 4
=B ©
Por (5). (7) y definicién de puntos coplanarios
Cep. (10)
Por (3). (10) y definicion de inclusion
sep. a1

¥ por @)y (11)
/1y sep .




Ahora se está en condiciones de demostrar que si dos rectas se intersecan en algún punto, éste es único.

8.1.3 Teorema 8.2 (intersección de dos rectas)

Si dos rectas se intersecan en algún punto, éste es único.

Demostración: 

Sean r y s dos rectas distintas y supongamos que se intersecan en algún punto A. Entonces 
[image: image184.png]r=syAe(rns) o
Por (1) y el teorema 8.1
/1Py sep @

Supongamos. como hipétesis temporal, que ry s se intersecan en algn otro punto B distinto de A
Entonces

3B/BAYA Be(rns) @
Por(2)y @3)
A Bery @
Por (4)
A Bp 6}
Por(3)y (5)
A BesyA Bep. 6}
Por (6) y el postulado (4)
s @

Como (7) contradice a (2) y la contradiccion se genera a partr de la hipétesis temporal (3), entonces
(acé se usara el simbolo — como negacion)
/B=AY A Be(rrs) ®

Por (1)y (8)
rne)= A .




Ahora, como corolario de este teorema 8.2, se tiene

Corolario 8.2.1

La recta que pasa por dos puntos distintos es única.

En efecto, si por dos puntos distintos pasaran dos rectas distintas, éstas se estarían intersecando en dos puntos distintos, lo que contradiría al teorema anterior. Así, la recta que pasa por dos puntos distintos es única. (
8.1.4 Consecuencias del Teorema 8.2 

La consecuencia directa del teorema 8.2 es la desaparición de la geometría elíptica como tal; pasando a ser sólo el estudio de las geodésicas de una esfera. Veamos el porqué. 

El plano para la geometría elíptica es la esfera y en ésta los grandes círculos son las rectas. Según los postulados de esta geometría, por dos puntos distintos pasa al menos una recta. Además, existen pares de puntos en el plano de dicha geometría por los cuales pasa más de una recta. Estos son los puntos conocidos como antípodas. Sin embargo, en los cinco postulados que dan nacimiento a dicha geometría, están implícitos los cuatro postulados de incidencia; pues sin éstos, es imposible el nacimiento de geometría alguna.

Ahora bien,  al demostrarse que por dos puntos distintos no puede pasar más de una recta, entonces esta geometría no es una geometría de líneas rectas, sino la aplicación de la geometría euclidiana, con algunas restricciones, al estudio de las geodésicas de la esfera; que es como se le debe tener.

De esta manera, queda esclarecido el porqué Beltrami y Klein dedujeron que las geometrías no euclidianas eran consistentes si la euclidiana lo era, puesto que dichas geometrías (las no euclidianas) no son más que aplicaciones de aquella.

8.2 El Teorema de las Paralelas 

El teorema de las paralelas o quinto postulado de Euclides en su forma de Playfair (físico y matemático escocés) se enuncia así: 

“Por un punto exterior a una recta r pasa una única paralela a r”.

En la enunciación (sin demostración) de los teoremas a continuación, se supone que el lector conoce todo lo concerniente a paralelismo y perpendicularidad, así como la congruencia de triángulos.

Para el teorema de las paralelas se necesitan los siguientes teoremas preliminares. 

8.2.1 Teorema 8.3 (perpendicular no común a dos rectas)
[image: image185.png]Sean 1. 5 y ¢ rectas en un plano tales que s es secante ary a t con s perpendicular a t en By pero no
perpendicular a r en su punto de corte As; adems, toda perpendicular a r corta a t y toda perpendicular a t
cortaar. Entonces, existe un conjunto infinito C; de rectas A.B; y BiAs; tales que A.B; L tenBy BiA,
LrenAu, vieZ

La figura 8 1 ilustra la situacién general (ZAA:

es agudo, i >0).

Fig.





Las demostraciones de todos los teoremas que se enunciarán acá están detalladas en el libro “Los fundamentos de la geometría” (Liberación de la geometría del postulado de las paralelas, registro SAPI # 4923) del autor.
[image: image186.png]Note el lector que. como s = AgBq no es perpendicular a r en As, entonces, por By pasa una
perpendicular a r en A (a recta BoAy) y A: estd a la derecha de As, por ser ZAASB:; (a la derecha de )

agudo. Ahora, como BoA; ~L  en By, entonces. por A; pasa una perpendicular a t en B (a recta 4,53) y
B esté ala derecha de By Continuando el proceso por ambos lados de s se obtiene el conjunto infinito

Co={AB, yBA; | AB, LtenByB Ay, LrenA, vicZ)

Es facil probar que el conjunto C, no finaliza en puntos finitos de ry t, si éstas no se cortan. Porlo
tanto, del teorema anterior se puede inferir &l otro teorema siguiente.




8.2.2 Teorema 8.4 (rectas sin perpendicular común)

“Sean r, s y t rectas en un plano tales que s es secante a r y a t con s perpendicular a t en B0 pero no perpendicular a r en el punto de corte A0; además, toda perpendicular a r corta a t y toda perpendicular a t corta a r. Entonces, no existe ninguna recta que sea perpendicular tanto a t como a r”.

La figura 8.2 ilustra la situación general. 

[image: image187.png]Fig 82

En efecto, si existiera una perpendicular comin a ry ¢, ésta seria diferente a las rectas del conjunto
C, deducido anteriomente. En consecuencia. dicha recta estaria entre las rectas A;B; y BiryAizs. Y. por

tanto, cortaria en un punto Q a la recta By, . la cual también es perpendicular a r en As:. Asi, por Q
estarian pasando dos perpendiculares a r. o que seria un absurdo




Ahora, se definen paralelas cap a dos rectas en un plano paralelas y cortadas ambas perpendicularmente por una secante s. Es fácil determinar que, en dos de tales rectas, cada perpendicular a una corta a la otra. En consecuencia, es fácil probar el siguiente teorema.

8.2.3 Teorema 8.5 (la perpendicular común)

“En un plano, si r y t son paralelas cap y una recta u es perpendicular a una de ellas, también es perpendicular a la otra”.

Este teorema fue el que muchos matemáticos del pasado trataron de probar inútilmente. De haber podido demostrar este teorema, hubiesen demostrado el postulado de las paralelas. La figura 8.3 ilustra la situación general.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



En la figura 8.3 se tiene que s corta perpendicularmente a r y t. Por lo tanto, r y t son paralelas cap. La recta u es perpendicular a t en B. Es fácil probar, con base en los teoremas anteriores, que u también es perpendicular a r en A (si no lo fuera, aplique el teorema 8.4).

Demostrados los tres teoremas anteriores también lo está el postulado de las paralelas. Ahora, veamos lo sencillo que es demostrar el teorema de la suma de los tres ángulos internos de un triángulo; con base en el siguiente teorema.

8.2.4 Teorema 8.6 (secante a dos paralelas)

“En un plano, la secante a dos paralelas cap forma con éstas ángulos alternos internos congruentes”. 

La figura 8.4 ilustra la situación general.

[image: image189.png]Fig. 8.4

En la figura 8.4 se tiene Ia secante u. Por el punto medio M de AB = u pasa una perpendicular ar en
C. la cual también corta perpendicularmente a t en D. Asi. los tridngulos AMCA y AMDB son congruentes
En consecuencia, los angulos altemos intemos formados por u en Ay B son congruentes. Ahora, se estd
listo para probar que los tres ngulos intemos de un triangulo suman 180°.




8.2.5 Teorema 8.7 (los ángulos internos de un triángulo)

“La suma de la medida de los tres ángulos internos de un triángulo cualquiera es igual a 180º”.

La figura 8.5 ilustra la situación general.
[image: image190.png]Fie.8.5

Enla figura 8.5 se tiene el triangulo SABC. Por la prolongacién de la recta BC en el punto D pasa una
perpendicular a BC; la recta ED. Por el punto A, pasa una perpendicular a ED en E: la recta AE. Asi, 4B y

AC son secantes a dos rectas paralelas cap y forman dngulos altemos intemos congruentes. De manera
que los tres angulos intemos i, jy k. suman 180°.




El teorema anterior también es equivalente al postulado de las paralelas. Así, queda demostrado que el postulado de las paralelas era dependiente de los otros cuatro postulados de la geometría euclidiana. 

8.2.6 Consecuencias del Teorema de las Paralelas 

Al igual que el teorema de unicidad de la recta que pasa por dos puntos distintos, el teorema de las paralelas arroja fuera del ámbito matemático a la geometría hiperbólica como geometría de líneas rectas, quedando, al igual que la elíptica, como una aplicación de la geometría euclidiana al estudio de las geodésicas de la seudoesfera. Así, las geometrías no euclidianas llegan a su fin como geometrías de líneas rectas y quedan sólo como  aplicaciones de la euclidiana.

8.3 El Verdadero Plano de la Geometría Euclidiana 

Se probará en esta sección que el verdadero plano euclidiano es la superficie de una esfera cuyo radio es r = (, siendo ( el último número real. Para ello vasta demostrar que dos paralelas cualesquiera se intersecan en el infinito por ambos lados.

8.3.1 Teorema 8.8 (paralelas secantes en el infinito)

Dos paralelas cualesquiera se cortan en el infinito en sus extremos.

Demostración:

Sean r y s dos rectas paralelas cualesquiera. La figura 8.6 ilustra la situación general.
[image: image191.png]Fig.

En la figura 8.6 se tienen la paralelas ry s con Ia recta AB como perpendicular comin. La recta AC
forma con ry s 4ngulos altemos intemos congruentes de medida igual a .. Sobre s existe un punto D tal
que CD = AC y, por tanto, los 4ngulos ZA y ZD del triéngulo SACD son congruentes y miden % Asi

podemos continuar encontrando puntos sobre s tales que los tridngulos formados sean isosceles y se
obtendra una serie de dngulos de memdafn Cuando el nimero de puntos sea infinito se tiene
asfefy 42,
B S

En consecuencia el rayo AP coincide con ry, como P esta sobre 5, entonces ry s se intersecan en
el infinito. Como esto también sucede por el lado izquierdo de la recta 4B entonces ry s se intersecan por
ambos extremos en el infinito. Pero esto sucede para las infinitas paralelas en el plano euclidiano. En
consecuencia, dicho plano es la superficie de una esfera de radio 1 = 0 (recuerde que © = No — r. y
simboliza al timo real).

Ahora bien, siendo el plano euclidiano la superficie de una esfera infinita, entonces el espacio es

11
cuvo de curvatura - = = 0(res) = 0. Por [o tanto, Ia teoria ds Ia relatividad se pueds fundamentar en la

geometria euclidiana, puesto que las rectas euclidianas tienen todas curvaturas diferentes del cero absoluto




CAPÍTULO 9

Los tres problemas clásicos de la geometría
9.1 El Caos Geométrico-Algebraico

Ya se vio (capitulo 7) cómo aparece el caos en la teoría de funciones reales por causa de la razón del continuo; el cual no notamos por la dilatación o contracción de los puntos. Ahora se verá cómo dicha razón es la causa del caos en la geometría, al realizar construcciones con regla y compás. En lo adelante, regla y compás se abreviará por re-com.

Antes de enunciar el teorema que demuestra cómo aparece el caos en los cálculos algebraicos de las longitudes de segmentos obtenidos con re-com, es necesario inferir  que si un número x es constructible con re-com, entonces, cualquier potencia de x es también constructible con dichos instrumentos, utilizando un procedimiento debido a Rodolfo Nieves, matemático auto didacta de Cojedes (Venezuela); que veremos más adelante.

Ahora bien, como todo real x es el siguiente de otro real y, se tiene que x = y + rc. Como la regla y el compás no determinan la posición de y ni de rc, entonces con re-com se obtiene el cuadrado geométrico de x en la forma xx = x2. Como el cuadrado algebraico de x en función de y es x2 = y2 + 2yrc, entonces, no tenemos más que aceptar que tanto el cuadrado geométrico de x como el algebraico coinciden, ya que en (y + rc)2, el término rc2 es nulo. De igual manera se puede probar que cualquier potencia par  geométrica de x coincide con la potencia par algebraica, como veremos enseguida. 

9.1.1 Potencias Pares Geométricas y Algebraicas

Para demostrar que las potencias pares geométricas y algebraicas coinciden, partimos del hecho que en la potencia dos ambas son iguales y que, para elevar a la potencia n, primero se eleva a la potencia dos, luego a la tres, etc. 
[image: image192.png]Es decir

X=yie oy [}
De (1) se tiene que cuando con re-com se eleva al cuadrado a x? (utiizando el método de Rodolfo
Nieves). se estd elevando a la vez  (y? + 2yr.) al cuadrado. Entonces
(G = xt = (2 + 2y = y* + 4y @

De igual manera se obtiene de (1) que cuando se eleva al cubo a x2, también se eleva al cubo a (y? +
2yr). Es decir
() == (y2 + 291 = y° + By're @)

En general. al elevar, con recom, a la potencia n a x2, también se esté elevando a la n al segundo
miembro, en (1). En consecuencia, todas las potencias pares geométricas y algebraicas coinciden, cuando
se utiliza el método Nieves

Ahora, silo hacemos sdlo utilizando el tridngulo recténgulo y no todo el plano cartesiano se tisne

xt=x2x

(¥ + 2yr)(y? + 2yc)

v @)
2= (¢ Ay 2y 2y ¢ By )
2= (¢ By ) <Y+ By ()

En general
o = x-2x2 = (y2-2 + (21— Dy I)y? + 2yr) = y2 + 2y,
Lo que nos dice que los x2" coinciden geométrica y algebraicamente. +
Sin embargo, como la regla y el compas no operan con el nimero y. para elevar  x a la potencia
tres, primero se le eleva a la dos y luego multiplicamos por x, obteniéndose que

(9% = X7 = (y2 + 2yn)x = xy? + 2y
Mientras que el cubo algebraico es

XE= YR By





Observación: Cuando se dice que coinciden (iguales geométrica y algebraicamente) se está queriendo decir que los cálculos algebraicos con valores de ángulos notables y sus derivados (valores deducidos utilizando la circunferencia trigonométrica), y los cálculos con valores de ángulos productos de una n sección (n ( 3) son iguales.

9.1.2 Teorema 9.1 (potencias impares geométricas y algebraicas)

La n-ésima potencia geométrica de algunos  reales x es un poco mayor que la n-ésima potencia algebraica de dichos números cuando n es impar mayor o igual que tres.
[image: image193.png]Demostracion (se exceptua la forma x = Ya )
Sea x un nimero real cualquiera constructible con re-com. Como las potencias pares tanto
geométricas como algebraicas coinciden, entonces se tiene que
X2 y7="+ (- 1)y" =2 (potencias pares: geomética y algebraica)

X0 =2y~ + (1= )xy"~r. (potencia impar geométrica) (2)

X" ="+ ny"~" . (potencia impar algebraica). (b)
Debemos probar que (3) es mayor que (b). Veamos
X=ytr [
De (1) se tiene que
x>y @
Por 2)
(n=1x>(n-1y. @)

Al operar en (3) se tiene que
¥ > ny—(n-1x @

Multplicando en (4) por y"~2 se tiene
Yoy C]

Multiplicando el primer miembro de (3) por x — y y €l segundo por r. se tiene
Vl=)) > Ty - e ®)

¥ al operar en (6) se tiene que
Xy =y sy ey .




Así, la raíz n-ésima geométrica de x (si no es exacta) será un poco mayor que la raíz n-ésima algebraica (en términos numéricos) de dicho número si n es impar. Esto, que acá se denominará el caos geométrico-algebraico, fue lo que hizo imposible a los matemáticos del pasado que lograran la solución de los tres problemas clásicos de la geometría.

9.2 El Método para la Potenciación Geométrica

A continuación, veremos el método para elevar a la potencia n a cualquier segmento que determinemos sobre los ejes coordenados (X, Y) con una unidad fijada de antemano. Dicho método, como se dijo anteriormente, pertenece a Rodolfo Nieves (Tinaco-Cojedes).

En la figura 9.1 se tienen los dos ejes coordenados (X, Y). En ellos se ha determinado la unidad y se ha tomado al azar un punto x sobre el eje X.
[image: image194.png]En la figura se tine 0A = 01y se ha determinado 0B = Ox = x. Por Ay B se ha trazado la recta AB.
Por el punto B se ha trazado una perpendicular a AB que corta al gje X en el punto C. Por el punto C se ha
trazado otra perpendicular a BC que corta al gje Y en D. Por el punto D se ha trazado otra perpendicular a

€D que corta al gje X en E. Continuando este proceso se obtienen todas las potencias del nimero real x
Veamos por qué

Fig.9.1




En el triángulo ABC rectángulo en B se tiene que 0B = x y 0A = 1. Entonces, por Euclides se tiene
[image: image195.png]x2=0C 1)
Enel trigngulo BCD recténgulo en C se tiene 0B = xy 0C = x2. Entonces, nuevamente por Euclides se
tiene

X*=0Dx @
Y por (2) se tiene que

x*= 0D @
De igual manera se obtiene del triangulo CDE recténgulo en D que

x*=0E @

Y al continuar el proceso se obtiene x5 X, . X, ., etc.




Pero, ¿qué es lo novedoso de este cuadrilátero? (o mejor deberíamos llamarlo ene-látero). Lo novedoso de dicho método es que refuerza lo estudiado en el capítulo 2 sobre la racionalidad de todos los números reales. Puesto que los teoremas sobre extensiones algebraicas de campos nos dicen que un número tomado al azar del eje X no puede ser elevado a una potencia impar mayor que tres. 

En efecto, si dicho número tomado al azar fuese [image: image197.png]


, por ejemplo, al elevarlo a la 3 se tendría construido con re-com el número [image: image199.png]


, el cual, según la teoría de extensiones algebraica de campos, no es constructible. De tal manera que todos los teoremas de la referida teoría, que se fundamentan en la existencia de irracionales, deben ser revisados minuciosamente para ver qué se aprovecha de ellos y qué se desecha.

9.3 Trisección de un Ángulo Cualquiera

La trisección de un ángulo cualquiera (división de un ángulo en tres ángulos iguales), la duplicación de un cubo (obtención de un cubo de volumen doble a uno dado) y la cuadratura de un círculo (obtención de un círculo de área igual a la de un cuadrado dado) es lo que se conoce como los tres problemas clásicos de la geometría, los cuales deben ser resueltos con sólo la regla (sin marcas) y el compás. En esta sección veremos la trisección de un ángulo arbitrario. 

9.3.1 Deducción del Método para la Trisección de un Ángulo
[image: image200.png]£
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En las figuras 9.2.a y 9.2.b se tiene
[image: image201.png]En los cuadrildteros EMBG y EMB'G' se tiene que HMBG y HIMB'G son recténgulos y EM = EM =
20Ay OA = O'A" Los tridngulos AEFM y AETFM' son rectangulos por ser inscritos en semicircunferencias
Ademés, el dngulo f se ha obtenido de ' multiplicando a éste por un 7.<R.

Al muttplicar a §' por un nimero 7.eR y convertito en B, también > §' queda muliplicado por 7 y se

1
convierte en $ £ Ademas, el dngulo o queda multiplicado por un nimero u=R y se convierte en o Ahora
bien, al multiplicar a o' por uy convertito en o, el segmento E' ha quedado multiplicado por un real r Por
consiguiente, ¢l segmento GH' también queda multiplicado por el r en cuestion y se convierte en GH: por
tanto, los tridngulos semejantes AETM y AGHM' se convierten en AEFM y AGHN. Se tiene asi

B _omi | EF
Bon o @ B @
Al multiplicar los numeradores de (@) en (3) por . (¢) se convierte en (5) y se tiene

e

om _Er _on
Eot G EM G @

EF y EM = E'M, entonces, al ser"GH = GH, se tiene por (4)
GM=GM ©)

Como rEF





Lo deducido para ( y (’ sucede para cualesquiera que sean dichos ángulos. Para terminar de deducir el método utilicemos las figuras 9.3.a y 9.3.b.

[image: image202.png]En l figua 8.3 tenamos el éngulo lano y FOB = p = 90, sisndo FOF = o = 1.5 Ademds, Gl =

EM = 20A: OC = OE = O'A' = MD' = D'E". Al muliplicar a p por un real 7. se obtiene 7
E0F' yo

=§ Porlo tanto 2o
uo. En consecuencia, los segmentos EF y GH quedan multiplicados por un real ry se
convierten en E'F' y GH' respectivamente, porque AEFM = AGHM = AGBM. Es decir, la semicuerda MB' es
igual a la semicuerda MB multiplicada por . Se tienen asilas siguientes congruencias

= mm_om ‘
N ™
Al multiplicar al numerador de la igualdad () en (1) por r se tiene que.

rEF _ron _EF_omr

M o EMI cuwr @
GH'y EM = EM’ entonces

EE_EEon o .

R &
Por (d) de (3) se tizne que

GM = G @)
Por (4) y ser GM = EM = EM'se tiens en Ia figura 9.3.2 que

EF =HG = MB' &)

Y por (5) se tiene el método para la triseccion de cualquier dngulo e < 180°




De todo lo anterior se tiene que el eneágono (o nonágono) regular sí es constructible con re-com. Ahora bien, ¿significa esto que el príncipe de las matemáticas, F. Gauss, se equivocó en su teorema de constructibilidad? De ninguna manera, Gauss nunca demostró que su teorema fuese condición necesaria, sólo que era condición suficiente.

9.3.2 Método para la Trisección de un Ángulo
[image: image203.png]-Dado un ngulo cualquiera (ver figura 9.4). trécese, con un radio arbitrario OA, el arco AB

Tracese la bisectriz de AOB y Ia cuerda 4B la cual cortard a la bisectriz en M.

~Con centro en M y abertura de compas igual al radio OA cértese la bisectriz en C.

~Con centro en C y la misma abertura de compas OA tricese un arco que corte en D a la bisectriz.
Con centro en D y abertura de compis igual MB (o MA) cortese el arco anteriomente trazado en E y

-Por E y F pasan las dos trisectrices de dicho ngulo
o

Fig 94




9.3.3 Comprobación del Teorema 9.1 en la Trisección General
[image: image204.png]Se comprobara ahora el teorema 9.1 en la triseccion general. Para ello s necesario deducir la
f6rmula del segmento EF en la figura 9.5 y compararla con MB = Senp para algunos valores de f.
Justificando la igualdad: 2Sen(e) = Sen (EF = MB)
Enla figura 9.5 se tiene el angulo . = AOB, dividido en tres angulos iguales: los angulos AOG, GOF
yFOB

El 4ngulo MOB = g: B

EOF-%
B




De lo anterior se tiene
[image: image205.png]De (2) y (3) se tiene (ver

figura 9.5)
PE = 2R Cos®

OF Cos(/3)

®




En el triángulo OMF se tiene, por la ley del seno, que
[image: image206.png]sen D)

MF =2R Sens m

W:("“')W ®)

Como Senc = Cosé, se tiene por (8) y (7). al sustituiry simplificar

[—)
OF =R| ®)
5, ®
Sustituyendo (8) en (3) se tiene
OP = R Sena Ctg(§/3). ©
Por otra parte
OM + 2R (10
OM =R Cosp. 1)
Por (10), (1) y (1) se tiene, al operar y simplificar
Sen2s = (2 + Cosp ~ 2Cos)tag(B/3) (12)

Al sustituir en (12) Sen2s por 2SensCoss, elevar al cuadrado. operar y simplificar, se obtiene con un
poco de paciencia

4K:Cos*s ~ 4KxC05% + K3 = 0. (13)
Con
K =1+ tag?(g/3). (@
Kz = 1+ (2 + Cosptag?(§/3). ®)
Kz = (2 + Cosp)tag?(p/3). ©

De (13) se obtiene

14





Para saber con qué signo tomar el radical en (14), se hace la suposición que
[image: image207.png]«=180° f 0°y /3= 30°. Por lo tanto, al sustituir Ky, K y Ks por los respectivos valores
que toman con los 4ngulos anteriores, se determina que el signo a tomar es el negativo. En consecuencia,
de (14) se tiene

(13)

(18)

Ahora, con un poco de paciencia, se prusba, por medio de (17), que cuando o tomalos valores de
60°.. 90°. ., 120° y 150°. existen diferencias pequefias (por el orden de las milésimas) entre EF y 1B
Senp, las cuales son crecientes y luego decrecientes (después de los 150°) hasta que desaparecen cuando
@ = 180°. Ahora bien. si observamos que los  dependen del témmino tagl). el cual depends del término

sen®) y este a su vez del término sen(f), entonces. por el teorema 9.1, estas diferencias no son reles
sino que se deben al caos geométrico-algebraico que ocasiona la razén de continidad




Es decir, el teorema 9.1 nos asegura que el segmento EF será un poco menor (algebraicamente) que MB. Sin embargo, geométricamente EF = MB.

Para concluir la prueba de que nuestro método es correcto y que EF = MB, usemos la razón de continuidad para dar una demostración algebraica de que las diferencias entre EF y MB valen siempre cero. Veamos.
[image: image208.png]El dngulo o cumple con la desigualdad 2 < o < p. Por otra parte, cuando p aumenta nr, se tiene que

B'=p+ e Porlo tanto, & = £ + 2 . Anora bien. como £ llega a alcanzar el valor de o, significa que su

crecimiento es mayor que el de o En consecuencia, se tiene que o' = o + 3 1. . > 3). Asitendremos

B=p+nr neN” 0]
oo+ ln () @
Al aplicar las formulas del Seno de una suma en (1) y (2) y recordando que
Cos (kr:) = 1 7keR @)
Sin (krz) = kr. TkeR. @
Se tiene. al simplificar y multiplicar por 2 a (2). que
Sen(®) = Senp + nr.Cosp. 6}
28en(e) = 2Sens + 3 r.Coso [}

Restando (6) de (5) se obtiene
Sen(B) - 28en(s) = Sen — 28ens + n(Cosk — 3 Cose) ro
Por (1) se tiene

=, ®
¥ por (7). lamando las diferencias D' y D
222 = (Cosp - Coso) . ©

Por (8) y (9) se tiene que. al aumentar a B en n vecss la razén de continuidad. r., las diferencias
aumentan en n veces el nimero (Cosp — 3 Cose)r. Ahora bien, cuando las diferencias son crecientes,
(Cosp - ; Coso) es positivo. Mientras que cuando son decrecientes, (Cosp — ; Coso) es negativo y, por
tanto (% Coso — Cosf) es positivo. En cualesquiera de los dos casos se tiene que la cantidad entre

: 2
paréntesis es menor que la unidad, por ser By o no nulos y ser su coseno menor que la unidad (y ademds

< 1). Como ke = 0 para todo k menor que la unidad, entonces, las diferencias aumentan n veces cero y. por
tanto, (7) nos queda
Sen() - 2Sen(o) = Senp — 2Seno (10)




Por (10), las diferencias son constantes. Para saber el valor de esta constante, sustituimos ( por 90º (con lo cual ( = 30º, por la fig.9.3.b) y se tiene: Sen( – 2Sen( = 0. Así, las diferencias entre los segmentos EF y MB son nulas para todo ángulo entre 0º y 180º y, por tanto, las diferencias que se obtienen al hacer cálculos son debidas al caos geométrico-algebraico que ya nos profetizó el teorema 9.1. 
[image: image209.png]En consecuencia, se cumple que 2Seno = Senp (EF = MB), 0° < f < 90°, y nuestro método es
correcto




9.4 Sobre la Duplicación y la Cuadratura

Se mostrará acá la verdadera causa por la cual es imposible la duplicación del cubo y la cuadratura del círculo con sólo la regla y el compás, sin apelar a los teoremas de la teoría de Galois; los cuales ya vimos que deben ser revisados.

9.4.1 Imposibilidad de la Duplicación

[image: image210.png]Primero, obsérvese que cualquier nimero real dado sobre el gje X. donde ya estd estipulada la
unidad, lo podemos elevara la potencia 6. es decir. dado 1 <R y su posicién en el eje X. obtenemos ré en el
rétero de Nieves (Seccién 9.2) Como este 1€ geométrico es igual que el algebraico, entonces, existe x<R
tal que §/x = ny este resultado es igual geométrica y algebraicamente. Asi. dado n hemos encontrado a x =
e

Veamos ahora que dado x no podemos hallar con re-com a §/x (se exceptia x = &) si x no tiene
raiz seis exacta. Esto es asi porque al hallar z = §/, entonces, en 2° = x, estos son iguales geométrica y
algebraicamente. En consecuencia

z2 = (/% = Y/x (También iguales geométrica y algebraicamente)

Es decir. se habra encontrado un segmento 22 = AB = Y/x. con re-com, el cual coincide con el valor
algebraico. Pero esto viola el teorema 9.1. Por lo tanto, queda probado que no podemos hallar 4/ con re-
com, si x no tiene raiz seis exacta.

Al no poder encontrar a §/x con re-com, tampoco podemos hallar a su cuadrado el cual es V/x.
puesto que de hallarlo. habremos encontrado un segmento 22 = §/x y ya se vio que esto, con re-com, es
imposible. Pero, ;por qué si es posible hallar {/x para x = R dado? Veamos el porqué de esto.

Sea x = R dado sobre el eje X. Al obtener z = /X éstos coinciden geométrica y algebraicamente,
entonces 22 = y/x también coinciden, o cual es verdadero. Porlo tanto, es posible encontrar con re-com Y/x
y. por ende, *V/x para todo neN*.

En conclusién. no es posible encontrar. con re-com, ningiin segmento que sea igual az = *Yx. con
re-com, si x no tiene raiz n exacta, 71 2 3, pues de hacerlo, se obtendria un segmento 22 = \/x geométrica
y algebraicamente, lo cual es imposible. Asi, queda probado que la duplicacion del cubo no es posible con
re-com





9.4.2 Imposibilidad de la Cuadratura
[image: image211.png]La razon por la cual el nimero = es imposible construido con re-com es porque éste lo podemos
escribir. en funcion del nimero de oro, ¢, de la siguiente manera:

Que podemos reescribir como
5= (| 13-4 = 1
e (1 B (’ EEVAN

En la serie anterior podemos notar que = est relacionado con el nimero de oro, por medio de una
serie cuyos téminos, a excepcion del primero. estdn todos elevados a una potencia impar mayor o igual

o
quetres de la forma (T’ y cada témino multiplicado por un nimero real (positivo) constructible con re-

com. Ahora bien. ¢ es constructible, pero el nimero /3= ¢ no es exacto (no tiene fraccion finita), en

consecuencia, si pudiésemos construir a = con Ia regla y el compas se tendria que: por una parte, el valor
de 7 seria el mismo geométrica y algebraicamente. Esto es asi porque, si la circunferencia tiene radio 1. su
drea es 7 y la del cuadrado también seria z. Y como dichas dreas son equivalentes, entonces los dos = (¢l
geométrico y el algebraico) coincidirian




Por otra parte, el valor obtenido, geométrico, no coincidiría con el valor algebraico (teorema 9.1), porque cada término elevado a una potencia impar en la serie anterior es, algebraicamente, menor que su valor geométrico; se tendría así una contradicción. En consecuencia, no es posible realizar con re-com la cuadratura de un círculo.

9.5 La Exacta Construcción del Nonágono Regular

Con el método de la trisección de un ángulo arbitrario aplicada al ángulo de 120º podemos  construir, de una manera muy sencilla, el nonágono regular. Pero, cómo es que los matemáticos del pasado no descubrieron este hecho. La respuesta es: Dios sabe lo que hace y cuándo debe hacerlo. Si alguien en el siglo XIX hubiese descubierto esto, sin conocer la naturaleza del número real (razón de continuidad de R) y con los teoremas de extensiones algebraicas de cuerpos en todo su apogeo, el griterío de los beocios (como diría Gauss) hubiese sido ensordecedor; y las matemáticas habrían sufrido una grave crisis. Además, Todo el que descubría algún método para trisecar, se desengañaba al aplicar trigonometría y efectuar sus cálculos. Sabe Dios cuál de los tan numerosos métodos para trisecar aparecidos durante todo este tiempo será también, geométricamente, exacto.

9.5.1 Método para Construir el Nonágono Regular

Sea dada la circunferencia de centro O (figura 9.6). 

- Trace el diámetro AB y prolónguese por A.

- Con centro en B y abertura de compás OB, determine los puntos 3 y 6, sobre la circunferencia.

- Trace el segmento 63 y determine el punto M sobre AB.

- Lleve, a partir de M, el radio OB y determine C.

- Centre en C con la misma abertura de compás y trace un arco que corte al rayo BA en D.

- Con centro en D y abertura M6, determine E sobre el arco anterior (DE = M6).

- Al trazar BE se determina el punto 8, sobre la circunferencia. La distancia A8 es el lado del nonágono regular. Con abertura A8, centre en A = 9 y determine 1. Luego centre en 3 y determine 2 y 4. Por último, centre en 6 y determine 5 y 7. Una los puntos numerados y obtenga el nonágono.
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9.6 El Porqué de la Trisección

El lector se podría preguntar ¿por qué la trisección de un ángulo sí es posible realizarla con re-com? Si ya se vio que la duplicación y la cuadratura no son posibles, ésta tampoco debería ser posible. La respuesta es que en la trisección de un ángulo no se determinan, directamente, longitudes de segmentos sino tres ángulos de igual medida sin especificar cuáles medidas. Es decir, sólo se determinan tres porciones de plano iguales sin puntualizar cuánto mide cada porción. Por todo esto, la trisección sí es posible obtenerla con re-com, puesto que al hacerlo no se viola el teorema 9.1. No obstante, al aplicar el método anterior de la trisección con cualquier programa computacional, éste nos dirá que el método en cuestión es falso, porque dicho programa estará basado en geometría y álgebra y detectará las diferencias profetizadas por el teorema 9.1.
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Fig. 3.2
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Fig. 8.3






























































































































































Fig. 9.6
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