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Introducción
Se denomina Cónica, a cada una de las curvas planas que se obtienen al cortar una superficie cónica por un plano que no pasa por su vértice. El tipo de curva que se obtiene depende del  ángulo α de la superficie cónica y del ángulo β que forma el plano P con el eje e.

Si β > α entonces el plano corta a todas las generatrices de la superficie cónica y, por tanto, se obtiene una curva cerrada. Si β ≤ α se obtiene una curva abierta. A continuación se exponen con más detalle los distintos casos que se pueden dar según los valores que tome β.

Si β = 90º la intersección del plano con la superficie cónica es una circunferencia. 
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                              Figura 2. Plano de sección forma una circunferencia 

Si β > α y β < 90º se obtiene una elipse tanto más alargada cuanto menor (más próximo a α) sea el ángulo β. 
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                            FIGURA 3. Plano de corte que forma una elipse

Si β = α el plano es paralelo a una de la generatrices y se obtiene una curva abierta llamada parábola. 
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                                      Figura 4. Plano de corte que forma una parábola

Si β < α entonces, tanto en los casos en que el plano corta al eje (0 < β < α) como cuando es paralelo a él (β = 0), se obtiene una curva con dos ramas abiertas llamada hipérbola. 
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                                                  Figura 5. Plano de corte para una hipérbola.

Muchos descubrimientos importantes, tanto en la Matemática pura como en la aplicada han tenido relación con las secciones cónicas. El estudio por Apolonio de las cónicas. En el siglo III a.n.e. fue uno de los trabajos más notable de la geometría griega. Unos 2000 años más tarde, Galileo descubrió que un proyectil lanzado horizontalmente desde lo alto de una torre, cae  a la tierra describiendo una trayectoria parabólica (si se prescindiera de la resistencia del aire y se supone que el movimiento tiene lugar sobre una parte de la superficie terrestre que se supone plana).

Uno de los momentos cumbres de la historia de la astronomía tiene lugar alrededor del año 1600, cuando el astrónomo Kepler sugiere que todos los planetas se mueven en órbitas elípticas. Ochenta años más tarde, Newton demostraba que la órbitas planetarias elípticas implican la Ley de la gravitación Universal. En la que la fuerza de atracción es proporcional al inverso del cuadrado de la distancia entre los cuerpos que se atraen. La teoría de la Gravitación Universal formulada por Newton se considera algunas veces, como el mayor descubrimiento científico que se ha realizado. Las secciones cónicas aparecen no solo en las órbitas de los planetas y satélites, sino también como trayectorias de partículas atómicas elementales. Estos ejemplos y muchos otros muestran la importancia de la teoría de las secciones cónicas que difícilmente es estimada en toda su importancia.
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Kepler – Astronomo

Excentricidad de las cónicas
Una sección cónica puede definirse como una curva descrita por un punto que se mueve en un plano de manera que la razón de sus distancias a un punto fijo y a una recta fija es constante. Esta razón constante se llama excentricidad de la curva y se designa por la letra e. (No debe confundirse con la letra e de Euler.) La curva es una elipse si 0 < e < 1. Una parábola si e = 1, y una hipérbola si e < 1. El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz.
Dados una recta L, un punto F no perteneciente a L y un número positivo e, designemos con d(X,L), la distancia de un punto X a L. El conjunto de todos los X que satisfacen la relación

                                                         lX – Fl  = e d (X.L)………………

Es una cónica con excentricidad e,  la cónica es una elipse si e < 1. Una parábola si e =1 y una hipérbola si e > 1.

Si N es un vector normal a L y P cualquier punto de L, la distancia d(X,L) de cualquier punto X a L, viene dada por la fórmula:

                                                 d( X,L ) =   I(X – P)*Nl / lNl

Cuando N  tiene longitud 1. Esta expresión se simplifica y queda d( X.L ) = I(X – P)*Nl. Y la ecuación fundamental de las secciones cónicas, se transforma en:

                                                         lX – Fl  = e l(X – P)*Nl

.

La recta L separa el plano en dos regiones, que llamaremos arbitrariamente” positiva” y “negativa” según la elección de N. Si  l(X – P)*Nl >0, decimos que X está en el semiplano positivo, y si l(X – P)*Nl < 0 en el semiplano negativo.

 Para los puntos de la recta L, tenemos:

l(X – P)*Nl = 0. En la figura 8, la elección del vector normal N indica que los puntos situados a la derecha de L está en el semiplano positivo y los de la izquierda en el plano negativo.

	                                                                                                         Directriz L

                                                          X 

                           l X – F l                                                                                          N Vector unitario

                                                                                                                                 normal a L. 

                    Foco  F

                                                                                                         P = F - dN

                                     ( X – F).N              d – (X – F). N     

                                                              d




                  Figura 8. Una cónica de excentricidad e s el conjunto de todos los X que satisfacen

                                   lX – Fl  = e (X – P)*N – d.

Coloquemos el foco F en el  semiplano negativo, como se indica en la figura 8 y elijamos P de modo que sea el punto de L más próximo a F. Entonces P - F = dN , siendo ldi = ll P – Fil la distancia del foco a la directriz. Puesto que F está en el semiplano negativo, tenemos  (F –P).N = - d < 0, así que d es positivo. Sustituyendo P por F + dN, obtenemos el teorema siguiente que se representa en la figura 8. 

Teorema 1. Sea C una cónica con excentricidad e, foco F y directriz L a una distancia d  de F. Si N es un vector unitario normal a L y si F está en el semiplano negativo determinado por N, entonces C es el conjunto de todos los puntos X que satisfacen la ecuación:

          ll X –F ll = e l( X – F ). N – d l.

La excentricidad de una cónica es un número que mide su alargamiento y que está relacionado con los ángulos α y β.

La excentricidad de la circunferencia es cero. Es decir, las circunferencias no son nada

La elipse puede definirse como lugar geométrico del siguiente modo: dados dos puntos fijos, F y F’, llamados focos, y un número fijo k, K>FF’, la elipse es el lugar geométrico de los puntos, P, del plano cuya suma de distancias a F y F’ es igual a k: 
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Esta forma de definir una elipse permite dibujarla mediante el llamado “método del jardinero”: se colocan dos alfileres en la posición de los focos y se ata a ambos un hilo cuya longitud sea igual a k. Con un lápiz situado de modo que mantenga tenso el hilo, se recorre la elipse.  

Además de los focos F y F´, en una elipse destacan los siguientes elementos:

• Centro, O.  
• Eje mayor, AA´. 
• Eje menor, BB´. 
• Distancia focal, OF. 

	


[image: image5.png]



Fig. 6.
Algunas distancias características de la elipse se suelen designar con las letras siguientes:

[image: image6.png]. oa=0a

. €l eje mayor mide 2a.
*+ 08’=08=b, El eje menor mide 2b.

. La distancia entre focos es 2c.

Porserrecténgulo el tridngulo OBF, se cumple la siguiente relacion: o? = b + ¢




La excentricidad de una elipse se obtiene así: e = c/a
Puesto que c < a se verifica que 0 < e < 1, es decir, la excentricidad de una elipse es un número comprendido entre 0 y 1.

Las órbitas de todos los planetas son elipses, uno de cuyos focos es el Sol. Las más excéntricas, aunque ahora ya no se le trata como planeta, son la de Plutón, e = 0,25 , y la Mercurio, e = 0,21. Los restantes planetas tienen órbitas con excentricidades inferiores a 0,1 , es decir, casi circulares.

Hay otras definiciones de las secciones cónicas que son equivalentes. En una de ellas de ellas se consideran unos puntos especiales llamados focos, y, entonces la elipse se puede definir como el lugar de todos los puntos del plano cuya suma de distancias d1 y d2  a los dos puntos F’ y F (los focos) es constante   (véase fig. 5). Si los focos coinciden la elipse se reduce a una circunferencia.

 Existe un razonamiento muy simple y elegante que prueba que la propiedad focal de una elipse es consecuencia de su definición como sección de un cono. 

Esta demostración fue descubierta en 1822 por el matemático belga G. P. Dandelin (1794-1841) utilizando dos esferas que son tangentes al cono y al plano secante tal como se indica en la figura 7. 

Figura 7
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Modificando ligeramente esta demostración se tienen las correspondientes para la hipérbola y la parábola. En el caso de la hipérbola se ha de considerar una esfera en cada hoja del cono, y para la parábola una esfera tangente al plano secante en el foco. Esta esfera es tangente al cono a lo largo de una circunferencia situada en un plano cuya intersección con el plano secante es la directriz de la parábola. Con estas indicaciones es fácil probar que las 

propiedades focales de la hipérbola y la parábola se pueden deducir de su definición como secciones de un cono.

Expresion analítica de las cónicas
La ecuación general de segundo grado se representa de la siguiente manera:

[image: image8.png]Axi+ By + Oy DBy F = )




En particular, consideraremos el caso en que  la ecuación (1) contiene un término en xy.es decir el caso en B ≠ 0, se puede demostrar que por medio de una rotación de los ejes coordenados siempre es posible transformar ésta ecuación en otra, de la forma:

[image: image9.png]A2+ CY 2+ DX HEY HF

(2)




En la que uno de los coeficientes A’ y C’  por lo menos es diferente de cero, y no aparece el término de x’y’.

Se sabe que si la ecuación (2) representa un lugar geométrico real, representa o bien una cónica o uno de los casos excepcionales de un punto de un punto o de un par de rectas. Como la naturaleza de un par geométrico no se altera con transformación de coordenadas, se sigue que, si la ecuación (1) tiene lugar geométrico, éste lugar geométrico debe ser también o una sección cónica o uno de los casos excepcionales de un punto o un par de rectas. Por los tanto, la ecuación (¡) se toma, generalmente como la definición analítica de cónica.

De esto podemos inferir la existencia de una definición geométrica, que incluya a todas las cónicas. Esta misma definición existe para la parábola, la elipse e hipérbola.

TRANSFORMACIÓN DE LA ECUACIÓN GENERAL. (Por rotación de los ejes coordenados)

[image: image10.png]Aplicamos|a ecuacion general

Ax 4By +Cy? + Dx+ Ey =0,

Endonde 8 # 0, las ecuaciones de transformacion por rotacin son:
X=xX'cos © - y’sen 6, y= x’ sen 6 + y’ cos®

de donde obtenemos:

(1)

A(x cos B-y’sen B)*+B(x cos 6-y’sen ©)(x’sen By’ c0s6)+C(x’sen

B4y’ cosB) +D(x'cos B-y’sen B)+E(x’sen By’ cos@)+ F = 0
sidesarrollamos y agrupamos|os términos, obtenemos:

AXTEBXY Oy DX HEY HF

en donde:

A'=Acos’® + B sen 6 cos 6 + C sen'®
8'=2(C-A)sen6 cos & + B(cos™® - sen’®)
C’= A sen’® - B sen 8 cos 6 + C cos®®
D’= D cos 6+ E sen ©
E’-Ecos 6 -Dsen®

F=F

NE)




Si la ecuación transformada (2) va a carecer del término en x’y’, el coeficiente de B’ debe anularse. Por lo tanto, debe tener:

[image: image11.png]2(C-A) senBcos & + B{cos’@ ~5en'6) =0




Por medio de las fórmulas trigonométricas del ángulo doble, ésta última ecuación puede escribirse en la forma:

[image: image12.png](C-A)sen 26 + B cos26

(4)

SiA#C, dela ecuacion (4] tenemos la relacion:

i-c
SiA=Centoncesla ecuacion (4] se reduce ala forma:

Tg20

Bcos26

ComoB 0, por hipotess, se sigue que:

Cos26=0.

(5)
€l dngulo de rotacion © quedarestringidoal intervalo 02 < © < 902, de maneraque el
intervalo de variacion para 26 es 02 < 26 < 1802, Portanto la ecuacion (s}, tenemos:

20=300  y =450




En resumen:

Teorema 1. La ecuación general de segundo grado

[image: image13.png]Axt+ By + Gy Dx+Ey +F= 0. (1)




En donde  B ≠ 0, puede transformarse siempre en otra de la forma:

[image: image14.png]AXTECYEEDN Y +F

(8)

sintermino en x'y’, hatiendo girar los ejes coordenados en ngulo positivo agudo 8 tal que:

Tg20 = 2
9% =yTc

¥ ©=45%siA=C




Mediante este teorema, es posible determinar el ángulo θ y por tanto, los valores de sen θ y cos θ para usarlos en las ecuaciones de transformación  por rotación. De aquí que las ecuaciones de transformación pueden obtenerse antes de hacer la sustitución en la ecuación general.

Del teorema 1 podemos deducir una conclusión muy importante. El ángulo de rotación θ es de 45°, si A = C, o bien tal que:

                                                         [image: image15.png]Tg20 = 2
9% =yTc siazc

ComoB 0, Tg 26 #0,y, por lo tanto, B es diferente de cero entodoslos casos.




De acuerdo con esto. La ecuacion general (1) puede transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un angulo diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuación (6) representa una sección cónica, el eje paralelo a ( o coincidente con) uno de los ejes coordenados, y recíprocamente. Por lo tanto si la ecuación (1) representa una cónica. El eje focal debe ser oblicuo con respecto a los ejes coordenados  recíprocamente. Este resultado lo enunciamos en el teorema  siguiente:

Teorema 2. Si la ecuación general de segundo grado,
[image: image16.png]Ao+ By + Cy + Dx+ By + F =0, 1)





En donde B ≠ 0 representa una sección cónica, el eje focal es oblicuo con respecto a los ejes coordenados, y, recíprocamente.

La discriminante D = B2 – 4AC. Anteriormente se pudo observar que si los ejes coordenados giran un ángulo θ, la ecuación general

[image: image17.png]Ax By + Oy # DX Ey +F

Setransformaenla ecuacion

AXTEBXY Oy DX HEY HF =

Endonde

A'=Acos’® + B sen 6 cos 6 + C sen'®
8'=2(C-A)sen6 cos & + B(cos™® - sen’®)
C’= A sen’® - B sen 8 cos 6 + C cos®®
D’= D cos 6+ E sen ©

e

Ecos®-Dsen®
F=F

(1)

A2)

(3)




Más aún, si se selecciona el ángulo de rotación θ como lo especifica el teorema 1, la ecuación (2) toma la forma

[image: image18.png]AXTECYTEDX HEY +F =

-(6)




Luego se presentará un resumen de la naturaleza del lugar geométrico de la ecuación (6), Por ejemplo si A’ o C’ son iguales a cero, uno u otro, la ecuación (6) representa una parábola cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados, o constituye unos de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningún lugar geométrico. 

Por lo tanto sin temor a equivocarnos podemos afirmar que la ecuación (6) representa una cónica género Parábola. Para los demás casos se usarán términos semejantes al anterior según las diferentes definiciones:

Definición 1. Si uno de los dos coeficientes A’ o  C’ es igual a cero, la ecuación (6) representa una cónica genero parábola, es decir uno cualquiera de los casos especificados al inicio de la presente.

Definición 2.  Si A’ y C’ son del mismo signo, se dice que la ecuación (4) representa una cónica de género elipse , es decir uno cualquiera de los casos especificados anteriormente.

Definición 3.  Si A’ y C’ son de signo contrario, se dice que la ecuación (6) representa una cónica del género Hipérbola, es decir uno de los casos también especificados anteriormente 

 Usando las primeras tres relaciones de (3) y la identidad trigonométrica sen2θ + cos2θ = 1, podemos demostrar fácilmente que:
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En estaultima relacion se puede notar la independenciarespectoa, el angulo de

rotacion. Comola cantidad 8%~ 4AC no cambia de valor para ninguna rotacion de los ejes

coordenados, se llamainvariantey se dice que esinvariante por rotacion.

Cuandola ecuacion (1) se transforma en la ecuacién (6), 8' = 0 yla relacion (7) se reduce a:

Bi-4AC= —4A'C.

8
siuno cualquiera de los coeficientes Ao C' esigual a cero, la ecuacion (6) y, por la tanto la

(1) es del géneropardbola. En éste casola relacion (8) muestra que B2 - 4C

SiA"y C' son del mismo signo, la ecuacion (6, en consecuenciala (1), es del género elipse,
enéste casola relacion (8] muestra que B2~ 4AC< 0

SiA"y C difieren enel signo, 2 ecuacion (6) y en consecuenciala (1), es del genero
‘hipérbolo. éste casola relacion (8) muestra que B2 —4AC> 0

Comola expresi6n B2~ 4AC indica la naturaleza del lugar geométrico de la ecuacion (1),
llamaremos Indicador, a éstainvariante, denotaremos, elindicador por la letra mayisculal,

esdecir: - 4AC.





Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 3. La ecuación general de segundo grado:

[image: image20.png]A By Oy + DX +EY +F

Representauna conica del género parabola, elipse o hipérbola, segin que elindicador,

87—~ 4AC. Sea cero, negativo o positivo.

Podemos tomar como ejemploa ecuacion:

i axy + 297 -24x =12y +29 ©)




Para determinar la naturaleza de su lugar geométrico: reducir la ecuación a su forma canónica por transformación de coordenadas. Trazar el lugar geométrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido necesarias.

Para establecer la solución de la ecuación (9), determinamos el indicador (discriminante):

[image: image21.png]-4AC = 42-452=-2

Como 10, la ecuacion (3) es del género elipse.
Para suprimir el término en xy, hacemos girar los ejes coordenados en dngulo 8, tal que:
roze- 2 - _* _ %

i-c75-2 3
De tg de 28 podemos obtener cos 26 ya sea por medio de un tridngulo recténgulo o por la

relacion:





Obsérvese que por ser θ agudo, 2θ está en el primero o en el segundo cuadrantes en donde el coseno y la tangente de un ángulo son del mismo signo. De éste valor de cos 2θ, podemos obtener los valores de sen θ y cos θ por medio de las fórmulas trigonométricas del ángulo mitad.

[image: image22.png]0528 =





Las ecuaciones de transformación  por rotación son entonces:
[image: image23.png]2 -y’

X = X'cos@- y'sen 8 V5

X+ 2y
y=x'sen8+ycose= V5
sustituyendo estos valores de x 'y en la ecuacion (9), obtenemos:

(u) , , .

SUTVE ) sa@x= YIVs@r - 2y")V5) Lo (K@ +2yVe)l T2
24 (@7 = Y)VS) = 12((7 = 25 429

La cual por simplificacién tomala forma:

oxteyi125 xa29





La ecuación (10) puede simplificarse, bien por una traslación de los ejes X’ y Y’ o completando los cuadrados. El resultado será una elipse.

De acuerdo al problema considerado, la gráfica se construye, generalmente a partir de la ecuación más simple obtenida finalmente por transformación de coordenadas. Se puede hacer una comprobación parcial de la exactitud de ésta gráfica comparando sus intersecciones con  los ejes originales, cuando existen dichas intersecciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a partir de la ecuación original.

[image: image24.png]



Figura 8
El teorema 3 establece que el orden en que se efectúen la traslación y la rotación no tienen importancia. Si los términos de segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotación de los ejes antes que la traslación. Enseguida demostraremos la razón de esto. Si reemplazamos x y y en la ecuación general (1)por los valores dados en las ecuaciones de transformación para traslación.

[image: image25.png]x=x'+h, y=y+k
obtenemos:
A+ )+ B +h)(y' +K) + Cly’ + )+ D(x'+ h) + E(y + k) + F= 0

La cual por desarrollo y agrupacion de términos, tomala forma:

AXEHBy +CyH{2A+ B+ DJx+{Bh+2CK+E]y AN +Bhks CKE+DN+EK+) = ~(11)
Paraeliminar los términos de primergrado de la ecuacién (11) hasta determinarlos valores
dehy k que satisfacen a las ecuaciones:

28h+Bk+ D

), Bh+2CK+E=0
Este sistema tiene unasolucion unica para h y k, dada por a regla de Kramer, solamente si
eldeterminante delsistema:

24 B

% e =HAC-B* =0 ‘ ‘

Portanto, sila ecuacion (1) es del género parabola, en donde:

2 -4AC =0,




No podemos eliminar los términos de primer grado comenzando por una traslación. En general, por lo tanto, simplificaremos la ecuación (1) girando primero los ejes.
LA CIRCUNFERENCIA

[image: image26.png]



Figura 8. Circunferencia.

La Circunferencia, es  una curva plana cerrada en la que cada uno de sus puntos equidista de un punto fijo, llamado centro de la circunferencia. No se debe confundir con el círculo (superficie), aunque ambos conceptos están estrechamente relacionados. La circunferencia pertenece a la clase de curvas conocidas como cónicas, pues una circunferencia se puede definir como la intersección de una superficie cónica con un plano perpendicular a su eje.

Cualquier segmento rectilíneo que pasa por el centro y cuyos extremos están en la circunferencia se denomina diámetro. Un radio es un segmento que va desde el centro 

hasta la circunferencia. Una cuerda es un segmento rectilíneo cuyos extremos son dos puntos de la circunferencia. Un arco de circunferencia es la parte de ésta que está delimitada por dos puntos. Un ángulo central es un ángulo cuyo vértice es el centro y cuyos lados son dos radios.

La proporción entre la longitud de la circunferencia y su diámetro es una constante, representada por el símbolo p, o pi. Es una de las constantes matemáticas más importantes y desempeña un papel fundamental en muchos cálculos y demostraciones en matemáticas, física y otras ciencias, así como en ingeniería. Pi es aproximadamente 3,141592, aunque considerar 3,1416, o incluso 3,14, es suficiente para la mayoría de los cálculos. El matemático griego Arquímedes encontró que el valor de π estaba entre 3 + 1/7 y 3 + 10/71.

El centro de la circunferencia es centro de simetría, y cualquier diámetro es eje de simetría.
Propiedades de la elipse
Si desde un punto P de la elipse se trazan los segmentos PF y PF’, la bisectriz exterior del ángulo que forman estos segmentos es tangente a la elipse. 
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Figura 9.

Otra propiedad de la elipse, consecuencia de la anterior, es que un rayo que pasa por uno de los focos de la elipse, al reflejarse en ésta, pasa por el otro foco.

Ecuación reducida de la elipse

Si se sitúan los ejes ordenados del siguiente modo: el eje X coincidiendo con el eje mayor de la elipse y el eje Y coincidiendo con el eje menor, la ecuación de la elipse adopta la forma siguiente: 

[image: image28.png]



que se llama ecuación reducida de la elipse.

Aplicación de las cónicas
Las cónicas poseen curiosas e interesantes propiedades por las que resultan sumamente útiles en la naturaleza, la ciencia, la técnica o el arte. Por ejemplo, las órbitas de los planetas y cometas en su rotación alrededor del Sol son cónicas; los faros de los coches tienen sección parabólica, al igual que los hornos solares y las antenas de seguimiento de satélites, debido a que en la parábola los rayos que pasan por el foco salen paralelos al eje y viceversa. También existe un tipo de ayuda a la navegación (loran) basado en las propiedades de las hipérbolas. Pero lo más destacable en su aplicación en la técnica son los diseños de los perfiles de engranajes, para su correcto funcionamiento

	LAS CÓNICAS COMO LUGARES GEOMÉTRICOS
	
	


Salvo la circunferencia, las restantes cónicas se pueden definir como lugares geométricos a partir de un punto fijo F, llamado foco, una recta fija, d, llamada directriz, y su excentricidad, e > 0, del siguiente modo:

El lugar geométrico de los puntos P del plano tales que el cociente de sus distancias a F y a d es igual a e (dist PF/dist Pd = e), es una cónica de excentricidad e. 
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Cónicas degeneradas
Las cónicas propiamente dichas son las que ya se han descrito: circunferencia, elipse, hipérbola y parábola. Sin embargo, desde un punto de vista matemático conviene a veces considerar como cónicas las figuras que se obtienen al cortar la superficie cónica mediante planos que pasan por su vértice. A estas figuras se les llama cónicas degeneradas. Según esto, una recta, un par de rectas, o incluso un punto, serían cónicas degeneradas.

DEFINICIÓN  GENERAL DE LA CÓNICA

Esta definición incluye a la parábola, la elipse y  la hipérbola.

Definición. Dada una recta fija l y un punto fijo F no contenido en ésta recta. Se llama cónica al lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano de l y F de tal manera que la razón de su distancia de F a su distancia de l es siempre igual a una constante positiva.  
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a recta l fija se llama directriz, el punto fijo F, foco, y la constante positiva, a la que designaremos por e, excentricidad de la cónica, cuando e= 1m la definición anterior es el de la parábola,
[image: image31.png]sinninguna pérdida de generalidad, podemos tomar el eje Y como directriz del punto
F(p,0), p* 0, como foco verla itima figural. Sea P(x.y) un punto cualquiera dellugar
‘geométrico. Desde P, tracemos el segmento PA perpendicular al eje Y. Entonces por la

definicion anterior, el punto P debe satisfacerla condicion geométrica:

PF

12)




El cual puede expresarse analíticamente por la ecuación:
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Elevando al cuadrado ambos miembros de ésta ecuación, quitando denominadores y transponiendo, resulta:
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Podemos demostrar, recíprocamente, que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (13) es un  punto que satisface la ecuación geométrica (12) y, por lo tanto, está sobre el lugar geométrico. De acuerdo con esto, la ecuación (13) es la ecuación buscada.

 Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que el lugar geométrico de la ecuación (13) es una cónica, pero su naturaleza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e.
             [image: image34.png]Hay entonces dos casos generales porconsiderar:. e=1 Il e * 1.

1. =1, En este caso, la ecuacion (13) tomala forma:
S2pxtyiept=0
Estaecuacion puede escribirse:

?
V=2 (x-2),

que representauna pardbola cuyovértice es el punto (P/2 ,0) ,y cuyo eje coincide con el
cjex.

e # 1. En este caso, 1 - e2# 0. Dividiendo la ecuacion (13) por 1 - e, obtenemos:

2






Completando el cuadrado  en x. podemos reducir ésta ecuación a la segunda forma ordinaria de la ecuación de una cónica central,
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El que la ecuación (14) represente una elipse o una hipérbola depende del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos,

[image: image36.png]a) e<y; bje>1

a) e<1. En este caso 1- &2 < 0, y ambos denominadores e el primer miembro de (14) son
positivos, poro tanto, el lugar geométrico de la ecuacion (14) es una elipse. Vamos ahoraa
demostrar que el valor de e dado por la ecuacion (14) es idéntico al valor previamente

c
definidode @ .

En efecto: porser

tenemos





Entonces:

[image: image37.png]e, .
Donde: @~ © que eslo que queria demostrar:

a) e> 1. En éste caso 1— €*< 0. Por lo tanto, con el fin de tener ambos

denominadores positivos, escribimos la ecuacién(12) en la forma

15)




Evidentemente, el lugar geométrico de la ecuación (15) es una hipérbola, análogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar que el valor de e dado por la ecuación  (14) es idéntico con su valor previamente definido de   [image: image39.png]=~ 0
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