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 Integrales Iteradas
Se llaman integrales iteradas a la realización sucesiva de por lo menos 2 procesos de integración simple considerando las diferenciales dx y dy.
Es importante tomar en cuenta en que posición vienen dados los límites de las integrales en cuestión para saber en que orden serán ejecutados los procesos de integración simple; es decir, reconocer si se va integrar primero considerando la diferencial dx o la diferencial dy o viceversa.
FORMAS EN QUE PUEDEN PRESENTARSE LAS INTEGRALES ITERADAS
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[image: image2.png]EJEMPLO 35: Resolver la siguiente integral iterada:
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Solucion:
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EJEMPLO 6: Resolver la siguiente mtegral iterada:
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Área por Doble Integración
La aplicación más simple de las integrales dobles es para hallar el área de una región del plano xy. Esta área esta dada por una cualquiera de las integrales 
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Los límites de integración apropiados. Ya hemos visto como se hace esto en la figura 1, cuando se efectúan las integraciones primero respecto a y, y después respecto a x; es decir 
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Es constante. siel drea esta limitada a la izquierda porla curva x=g7(y). ala derecha porla curva x=g2(y),
inferiommente porla recta y=c y superiormente porxy=d (figura 3). E preferible integrar primero respecto a
x [que puede ir desde g7(y) a 62(4)] y después respecto a y: es decir como

gg{y)
Lo
Para nterpretar Ia primera integracion respecto a x, como suma de todos los elementos

A= dxdy

situados en una faja horizontal que se extiende desde la curva x=g1(y) a izquierda hasta la curva x=g2(y) a
Ia derecha. El calculo de esta integral es
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Esta última integral podía haberse escrito de primera intención, puesto que expresa el área como límite de la suma de fajas horizontales.

Integrales dobles como volúmenes
Cuando f(x ,y) es positiva podemos interpretar la integral doble de f sobre una región rectangular R como el volumen del prisma sólido limitado abajo por R y arriba por la superficie z = F(x, y). Cada termino f (xk, yk) 
"Ak en la suma Sn = [image: image5.png]RACTRRY





"Ak es el volumen de un prisma rectangular vertical que aproxima el volumen de la porción del sólido que está directamente arriba de la base "Ak. La suma Sn aproxima entonces a lo que llamamos volumen total del sólido. Definido este volumen como 
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Coordenadas Polares

En un espacio R2, un dominio de integración que tenga una simetría circular es muchas veces suceptible de ser transformado de coordenadas rectangulares a polares, lo que significa que cada punto P (x, y) del dominio de una integral doble tomará su valor correspondiente en coordenadas polares mediante la siguiente transformación:

[image: image7.png]f(x,y) — f(p cosf,p sinf)




Por ejemplo:
[image: image8.png]sita funcienss f(T,9) =T + ¢
aplicando la transformacion se obtiene Ia funcién faciimente integrable con respectoa gy a p.
f(p,®) = peose + psing = p (cos¢ +sin ).

Se pueden obtener funciones incluso més simples:
I )
sita funcienes £ (T:9) = T + ¥

Uno tiene:

f(p,0) = p*(cos’ 0 +sin?9) = p*




Si aplica la identidad trigonométrica pitagórica de senos y cosenos.
El determinante jacobiano de la transformación es:
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El cual se obtiene insertando las derivadas parciales de x = p cos(8), y = p sin(8) en la primera columna con
respectoapy en la segunda con respectoa &
Porlotanto. una vez transformadala funcion, y multiplicada por su determinante jacobiano, ésta es igual a

laintegral original
// flz,y) dedy = // flpcosb, psind)pdp db.
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Definición Integral triple
 Es la aplicación sucesiva de tres procesos de integración definida simple a una función de tres variables f (x, y, z); tomando en consideración en función de que variable se encuentran los límites para saber cual diferencial (dx, dy, dz) se utilizará primero y cual después y cual al final. 
Ejemplo.
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Integrales Triples en Coordenadas Cilíndricas y Esféricas

Coordenadas cilíndricas.
Las coordenadas cilíndricas son apropiadas para describir cilindros cuyos ejes coinciden con el eje x y planos que contienen el eje z o bien son perpendiculares a el.

r = 4 Cilindro, radio 4, eje el eje z
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Plano que contiene al eje z
z= 2 Plano perpendicular al eje z
El elemento de volumen para subdividir una región en el espacio con coordenadas cilíndricas es 
[image: image12.png]dV=dz; r dr do




Las integrales triples en coordenadas cilíndricas son entonces evaluadas como integrales iteradas, como el siguiente ejemplo.

EJEMPLO.
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Encuentre los limites de integracién en coordenadas cilindricas para integrar una funcion F{(r
2)sobre  region D limitaca abajo por el plao 2=0, Iatralmente por el cilndro circuar

(y-1)’ =1

z:x2+y2.
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Solución 
Paso 1: La base de D también es la proyección de la región R sobre el plano xy. La frontera de R es el 
círculo 
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Su ecuación en coordenadas polares es
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Paso 2: Los límites z de integración. Una recta M, que pasa por un punto típico (r, [image: image16.png]



) en R, paralela al eje z, entra a D en z=0 y sale en 

Paso 3: Los límites r de integración. Un rayo L que pasa por (r, ) desde el origen, entra a R en r =0 y sale en 

Paso 4: Los límites de integración. Al barrer L a través de R, el ángulo que forma con el eje x positivo varía de La integral es 

Coordenadas esféricas.
Las coordenadas esféricas son apropiadas para describir con centro en el origen, medios planos articulados a lo largo de eje z y conos simples, cuyos vértices se encuentran en el origen, y con ejes a lo largo del eje z.

Las superficies como ésas tienen ecuaciones de valor coordenado constante:
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El elemento de volumen en coordenadas esféricas es el volumen de una cufia esférica definida porlos

dp,dy y db.

La cufia 25 sproximadamente una caja rectangular con un arco circuar de longitud P do

diferenciales

en un lado y un arco circular de longitud P senf do

y espesurdedp
en otro ado. Por consiguiente, el elamento d volumen en coordznadas esféricas es

&V o= p’ send dp do db.

¥ las integrales triples adoptana forma,

F(p,0.8)dv = F(p,0.8)p° seny dp do db.




EJEMPLO.
El volumen es 
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