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NOTA DEL AUTOR

El objetivo principal de este trabajo consiste en ser una referencia completa (orden
secuencial y desarrollo de clases) para un docente del curso teérico de Matematica A de
6°.

No es adecuado para un estudiante (aunque darles a los estudiantes la copia de algunas
carillas especificas puede facilitarle al docente el tener que escribir y presentar algunos
temas, con el ahorro de tiempo y “tiza” que eso representa, ademas de que a los estudiantes
les queda para futura consulta un material “prolijo” y libre de posibles errores de copiado).

Tiene un marcado sesgo teorico (hay pocos ejemplos y ejercicios), obviandose...

» Temas que considero inutiles (por su dudosa aplicacion futura y/o excesiva
complejidad para el enfoque dado a este desarrollo).

» Demostraciones de propiedades y teoremas (exceptuando limites tipo, derivadas y
algunos teoremas de sencilla demostracion). Las demostraciones faltantes estan en
los libros...

Ademas hay un Apéndice que contiene las tablas y esquemas mas utilizados:
Limites Tipo, Derivadas, Primitivas y Estudio Analitico.

Bibliografia de referencia:

v' Buena parte del desarrollo de este trabajo, exceptuando el tema Integral, estd
basada en el libro “Matematica de Sexto” de Gustavo A. Duffour (Novena edicion).

v' La mayor parte del desarrollo del tema Integral esta basada en el libro “Calculo”
de Fernando Peldez Bruno (edicion 2007).
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DEFINICION DE FUNCION

f:A—> B

Una relacion f entre elementos de un conjunto A y elementos de un conjunto B es una funcién si y solo
si cumple 2 condiciones:

v' Existencia: Todos los elementos de A tienen por lo menos una imagen en B.
v’ Unicidad: Ningin elemento de A tiene mds de una imagen en B.

Observacion: en el caso de que f sea una funcion, al conjunto A se le llama Dominio de f y al conjunto B
Codominio/Recorrido/Conjunto Imagen de f.

: IMPORTANTE: En este curso se trabajard solamente con funciones que van de los reales a los reales,
I esdeci: f:R—R

Ejemplos (en graficas): ;Cuales de las siguientes graficas representan a funciones? ;Cudles no? ;Por qué?
/ — A/
N |

\
AN
N2 RN
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DOMINIO DE UNA FUNCION

El dominio de una funcidn f es el conjunto de valores de x (reales) para los cuales la imagen f(x) esta
definida (existe).

Ejemplos:

1) Las siguientes son todas funciones polindmicas, o sea que existen en todos los reales:
f(x)=2x+5 Dom(f)=R
g(x)=-3x>+6x-1 Dom(g)=R
h(x)=9x" —6x* +x> =7 Dom(h)=R

2) Como no se puede dividir entre 0, en las siguientes funciones el denominador no puede valer 0. Esto
significa que no pertenecen al dominio de la funcion las raices del denominador:

f(x)= 1 Dom(f)=R—-{0}  porque el denominador se anula cuando x =0

x

2x—4 .
g(x)= 3 Dom(g)=R—-{3}  porque el denominador se anula cuando x =3

x —_—
—-4x+9 .

h(x)=———F— Dom(h)=R—{-2,1} porque el denominador se anula cuando x =2 0 x =1

—3x"=3x+6
Regla prictica: Para que un dibujo sea la representacion grafica de una funcién: cada

recta vertical trazada en el dominio debe cortar al dibujo en un solo punto.

LIMITE DE UNA FUNCION

Conceptos previos al de limite: entorno y entorno reducido

Entorno: se llama entorno de centro a y radio J (delta) al conjunto de los nimeros reales situados
entre a—0 y a+0

Notacion: E (as 5)

— Diferentes formas de expresar dicho conjunto:
_____ (S S S {x/xeR A (a-F<x<a+d)}
a—-56 a a+d {x/xeR /\(|x—a|<5)}

Entorno Reducido: es como el entorno comiin pero su centro (a) no pertenece a él.

5 5 Notacién: E*(a,5)
— Diferentes formas de expresar dicho conjunto:
_____ (———)(———=)————— {x/xeR A (a-F<x<a+d A x#a)}
a-06 a a+o {x/xeR A (a-F<x<a v a<x<a+d)}
{x/xeR A (0<|x—a|<§)}
E(a,d)—{a}

Obsérvese que los extremos a—0 y a+J no pertenecen a estos entornos.

7
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Limite finito de una funcion

La funcion f tiene limite b cuando x tiende a a (se anota ;gl}l f (x) = b) si y solo si los valores de la

funcion f(x) se hacen arbitrariamente proximos al valor b cuando x se aproxima tanto como se quiera al
valor a.

La forma rigurosa de definir el limite finito de una funcion, es mediante la definicion de Cauchy:

lim f(x)=b < Dado £>035>0/Vxe E (a,0) = f(x)e E(b,¢)

xX—a

Observaciones:

1) Entodo el desarrollo de este concepto se supone que existe algun entorno reducido de a, incluido
en el dominio de la funciéon: 3 E"(a,d) < D(f)

2) Lanocidn de limite estd asociada con el comportamiento de los valores de una funcion cuando x
esta cerca de a, no en a. Es decir que a no tiene necesariamente que pertenecer al dominio de la
funcion f.

3) Elvalorde o depende del valor de € . Matematicamente es incorrecto decir que es funcién de € .
4) En la definicion intervienen dos entornos. Primero se fija la atencion en el € para la variable

dependiente (y). El segundo entorno £ *(a, 0), que depende del primero, indica qué tan proximo

del valor a debe encontrarse x para que | f(x)— b| <&

Interpretacion Gradfica:

¥ E(D, &)

bt e e

£{c) | AR

i
-l ____ -
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Ejemplo:
X y X y
2.9 3.1
2.95 3.05
2.99 3.01
2.999 3.001

Conclusién: hm X2 = ?
x—7

Teorema de Unicidad del Limite

El l[imite de una funcion (si existe) es unico.

Ejemplo:
, Es posible que cierta funcion f pueda cumplir simultaneamente: )1{1_)mz f(x)=5y )1{1_)mz f(x)=117

Propiedades de Limites Finitos (valen cuando ;1_% f(x) y ;13}1 g(x) son finitos)

1) Limite de la Suma: ;13}1 (f()+g(x)= )11_% f(x)+ )}L}n}l g(x)

2) Limite del Producto: ;l_% (f(x).g(x))= (;13}1 f(x)) (;13}1 g(x))

(con la condicion de que lim g(x)#0 )
x—a x—a

f(x)j _ Jim f(x)

3) Limite del Cociente: lim ( -
g(x) ) lim g(x)

4) Limite del Producto de un nimero por una funcion: 1i_r>n (k.f(x))=k. 1i_r>n f(x) (keR)
X—a X—a
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Limites Laterales: En esos limites interesa “por cual lado” la variable x se “acerca” al valor a.

Se lee: “x tiende a a por izquierda” <~~~ x — g7 Xx—a’ ~--» Selee: “x tiende a a por derecha”

xX—a-

e
a-o0 a a+o
lim f(x)=b & Dado €>036>0/Vx que cumple a—6<x<a = f(x)e E(b,¢€)

lim f(x)=b < Dado €>038>0/Vx que cumple a<x<a+6 = f(x)e E(b,€)

x—at

Observaciones:

1) Los limites laterales ya fueron usados en el ejemplo anterior (en x = 3).
2) Esta nocion puede utilizarse en forma similar en el eje Oy (en el ejemplo anterior: y -9~ y —97)

Ejemplo:

lim f(x)=4 =

x—2"

xlgl2l+ S(x)=-3

Teorema Fundamental del Limite (TFL)

Una funcidn tiene limite finito si y solo si sus limites por izquierda y por derecha son finitos e iguales.

lim f()=b & lim f(x)= lim f(x)=b | acR, beR

Ejemplos:

1) Ejemplo anterior
x+3

2 f(x)= { o
Tx—1

six>1
six<l1
Six<?2
Six>2

rexiste im f(x)?
existe lim £(x)

[existe lim2 f(x)? (festadefinidaenx =27
xX—>

10
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Limites con infinitos

Se dice que se esta ante una situacion de “limites con infinitos” cuando: X —> %y /o lim f(x)=oo

> Limite finito de tendencia infinita (ASINTOTA HORIZONTAL)

lim f(x)=b < Dado €>03IM <0/Vx<M = f(x)e E(b,¢)

xl_i)r_ir_loof(x):b & Dado €>03M >0/Vx>M = f(x)€ E(b,€)
lim_f(0)=b" lim_f(0)=b"
< b >
< S
Jimf()=b" lim f()=b"

> Limite infinito de tendencia finita (ASINTOTA VERTICAL)

lim f(x) =400 <& Dado M >036 >0/Vx quecumple a—06<x<a = f(x)>M
x—a

lim+f(x)=+oo < Dado M >030 >0/Vx quecumple a<x<a+0 = f(x)>M

xX—a

lim f(x) =40 < Dado M >036>0/Vxe E (a,8) = f(x)>M
Xx—a

lim f(x)=-0 & Dado M <036 >0/Vx quecumple a—d6<x<a = f(x)<M

x—a

lim+f(x)=—<>o < Dado M <0398 >0/Vx quecumple a<x<a+0 = f(x)<M

xX—a

lim f(x)=—o & Dado M <036>0/Yxe E (a,0) = f(x)<M

xX—a

11
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—

» Limite infinito de tendencia infinita

lim f(x)=4c & Dado H>03IM >0/Vx>M = f(x)>H

X—>+o0

lim f(x)=4c < Dado H>03dM <0/Vx<M = f(x)>H
X—>—00

lim f(x)=- & Dado H<03dM >0/Vx>M = f(x)<H
X—>+o0

lim f(x)=-c < Dado H<03dM <0/Vx<M = f(x)<H
X—>—00

Jim fO)=ee | lim f(x) =+

lim f(x)=—oo lim f(x)=—o0

X—> —o0 X—> +oo

v N

12
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-
+09 i los limites laterales son + oo

——— =< —O9 j; los limites laterales son - oo

L Zf si los limites laterales son co de distinto signo | -]

ACLARO QUE EN LAS CONCLUSIONES ANTERIORES Y EN LA PARTE FINAL DE LA
RESOLUCION DE ALGUNOS DE LOS EJEMPLOS QUE SIGUEN, REALIZO
“OPERACIONES” CON % COMO SI FUERA UN NUMERO. ESTO ES UN ABUSO DE
NOTACION , PERO QUE PROPORCIONA RESULTADOS INMEDIATOS Y VALIDOS.

Limite de un Polinomio (funcion polinomica)

» X tiende a un numero finito:

El limite de un polinomio para X — numero es igual al polinomio evaluado en dicho nimero.

Ejemplo: )%i_)ﬁ%(sz —3x+ 1) =5(2)*-3(2)+1=15

» X tiende a infinito:

El limite de un polinomio para x — oo es igual al limite del término de mayor exponente.

Ejemplos:
Jim (=327 422" =5x+6) = lim (=3x") = =3(—c0)’ = =3(~e0) = +eo
Jim (=307 +2x7 =5x+6) = lim (-3x") =-3(+00)’ = ~3(too) = oo

13
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Limite de un Cociente de Polinomios (funcion racional)

» X tiende a un numero finito:

Se evaliian ambos polinomios en dicho numero y luego se divide.

Ejemplos:

. x+6 -1+6 5
lim > = > =_
x=>-1 x*=3x+3 (-1)"=-3(-D)+3 7

i x*=5x _(5)°-505) 0
=5 2x*+10  =2(5)°+10 —40

m =
=20 2—x 2-2 0

Indeterminacion % (se aplica Ruffini en N y/o D para luego cancelar un factor)

2 110x— 5420
D fim 3% F10x 40:}0[:hm T (5x+20) L sx+20 30

=2 ¥ +x-6 0 T?HZ M(x+3) 52 x+3 5
T (x—tendenciay=(x-2) T
5 10 —40 I 1 -6 i
| RUFFINI Num:|2 10 40|=5x+20 Den:|2 2 6|=x+3 |
520 0 1 3 0

382 2 _ -6 2 _ _
2) lim 2x 5x+6:}0{_hmw(?€ x )=limx x-6_—6__,

x—1 x* -1 0 T&x—n (=D (x+1) =1 x+l 2
- (x—tendencia)=(x-1) T
I 2 -5 6 10 -1
| RUFFINI  Num: |1 I -1 —6|=x*-x=6 Den:|[l 1 1|=x+1 |
1 -1 =6 0 11 0

. 2x—4x—6 Jo[ .. (#D(2x-6)  2x—6 -8
3) lim ———— = |=h= lim = lim ——=—=+4
=17 37 +6x+3  JOR x>-17 x#T)(3x+3) >-1" 3x+3 0
.’/‘_‘" (x —tendencia) = (x—(=1)) = (x+1) \\\\.
2 4 -6 3 6 3 |
\ RUFFINI Num:|-1 2 6|=2x—6 Den:|-1 -3 -3|=3x+3 |
L 2 -6 0 3 3
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» X tiende a infinito:

Se sustituyen los polinomios por sus términos de mayor exponente y luego, si da una

(o o]
indeterminacion — , se simplifican las x que hay en el numerador y denominador (la misma
(o]

cantidad) hasta levantar la indeterminacion.

Ejemplos:
) _ ) o _
lim X X0 g, 22 —}—[: i =2 S
x>t 2x7 —3x 43 xoe 2x? Joo|  xoHe 2
k
(recordar que — = Oj

: -8 . -8 -8 -8 -8

lim —— = lim ~ = —= — _
Xxo=e IxT4x=9 xome Tx7 J(—e0)”  T(4e0) +oo

: 2 . 2 2 2 2 _

lim 3 = lim 7= = — =0
Xotoo Ax” +3x4+1  xoto A4x’  —4(+o0)”  —4(400) —oo

im — 277 = fim 2 = | = lim 45‘1&: lim -+ =% =% _o*
Xx—>=eo 5x" +3x+1 X270 -5x" Joo| X975y Xxomee_SJx  —5(—o0) Hoo

. 4x—7 . 4x eof 4 4 4
lim > = lim = |—| = lim ¥ = li = = =0
x—o+e0 5x° 43x+1 x9—5x°  Joo| x4 _5xd  xoteo Sy _5(4oo) —oo

. 3x +5x-6 3x? TJeo| . 3x? 3x  —3(—e0) 400

lim = lim =|— = Im ——=1 = = 400
xDme 2x—8 %o 2x  Jeo| xDme 2 XD 2 2 2

. B 45x—6 . =3x* e —3x* 3x  —3(+e0) oo

lim = lim = |—| = lim =l = = = —o0
X—>+o0 2x — 8 X—+o0 Dy Joo|. X—>+o0 2&\ X—+o0 9 2 2
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FUNCIONES

Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

ALGUNAS “OPERACIONES”
RESULTANTES DE LIMITES

EN LA SUMA (ke R)

+oo + k = +oo
400 4+ 00 = 40

o0 —oo|  INDETERMINADO

—00 — 00 = —OQ

INDETERMINADO

EN LA MULTIPLICACION (ke R)

koo=oco (k#0)

00,00 = 00

INDETERMINADO

INDETERMINACIONES
POTENCIALES — EXPONENCIALES

00 ol I

EN LA DIVISION (ke R)

=0 (k=0)

(k # 0)

400 i los limites laterales son + oo

k —OQ i los limites laterales son - oo

— 0 Z si los limites laterales son co

de distinto signo

+k +k
T = 400 — = —00
0 0
_k = —o00 _—k = 400
0t 0"
k_y
; = Q0
2| INDETERMINADO
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Una funcioén f(x) es continua en x = a si y solo si se cumplen 3 condiciones:

f(a) existe y es finito  (dicho de otra forma: ae D(f))

lim f(x) existe y es finito
xX—a

v lim ()= /(a)

Observacion:
Es decir que, si todo lo anterior se cumple y aplicando TFL, se obtiene:

fescontinuaenx=a < Ilim f(x)= lim f(x)= f(a)
x—a x—at

Cabe aclarar que esto ultimo no es la definicidon de continuidad , sino una consecuencia,
una regla practica obtenida a partir de la definicion.

Ejemplos (andlisis de todas las situaciones posibles para tendencia finita y limite no infinito)
existe lim f(x)
x—a

existe f(a)

f(x) es continua en x =a

Observando cada situacion responder si

Sugerencia: Tener en cuenta TFL y la definicién de continuidad en un punto.

N

NN
\

\

\

& -
o -
]

2
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Continuidad en un intervalo abierto

Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a,b) si es continua en cada punto perteneciente al
intervalo.

f es continua en (a,b) si es continua para todo x tal que a<x<b

Continuidad en un intervalo cerrado

Una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en cada punto perteneciente al
intervalo abierto y ademads es continua en a por la derecha y en b por la izquierda.

f es continua en [a,b] si es continua para todo x tal que a<x<b y

Jim f(x) = f(a) Jim_ f(x) = £(b)

18



FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Teoremas sobre funciones Continuas

Teorema de Bolzano (Existencia de ceros)
H) f es continua en [a,b]

signo de f(a) # signo de f(b)  (otra forma de expresar lo anterior: f(a).f(b) < 0)
T) dce (a,b)/ f(c)=0

f)1 fx)

f(b)
f(a) [------

v

f(b) f(a)

Observaciones:
1) El teorema no dice cuanto vale ese nimero c, solamente indica su existencia.
2) El teorema dice que existe por lo menos un ¢ (pueden haber més de uno en (a,b)).
3) Que en la hipoétesis se pida que f sea continua en [a,b] es imprescindible, ya que de no
cumplirse dicha condicion, la grafica de la funcion podria no cortar al eje Ox en el intervalo
considerado (es decir que no existiria c).

Ejemplos de aplicacion:

1) Sea la funcién f(x)=-5x"+3x*+8x—4  ;ftiene algin ceroen [0, 1]?
fes continua en [0, 1]

f(0)=—4<0 = fen [0, 1] cumple con la hipotesis de Bolzano = f'tiene un cero en (0, 1)
f(H)=2>0
2) f(x)= x+l (cumple con la hipotesis de Bolzano en [1, 3]? ;Y en [-2, 0]? En caso afirmativo

X
hallar ceros que pertenezcan al intervalo considerado.

Dom(f)=R—{2}
[1,3] fnoescontinuaen([l,3] (2¢ Dom(f)) = fen[l,3]NO cumple con la hipotesis de Bolzano

[-2, 0] f es continua en [-2 , 0]
f(=2)=1/4>0 = fen [-2, 0] cumple con la hipotesis de Bolzano =
f(0)=-1/2<0

= ftieneunceroen (-2,0) (resolviendo el numerador se obtiene: x=-1)

19



FUNCIONES

Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Teorema de Darboux (Generalizacion del teorema de Bolzano)

H) fes continua en [a,b]

f(a)# f(b)
Seam/ f(a) <m < f(b)

T) Jce(a,b)/ f(c)=m

Demostracion:

Sea la funcion auxiliar g(x) = f(x) —m

f) ]
f(b)

f(a)

v

g(x) es continua en [a,b] por ser la resta de 2 funciones continuas en [a,b] (1)

Evaluando g en los extremos del intervalo:

g(a) = f(a)—m

porH: f(a)<m = f(a)-m<0

gb) = f(b)-m

porH: f(by>m= f(b)—-m>0

}:g(a)<0

}:g@>0

)

Por (1) y (2), la funcion g cumple con la hipotesis del Teorema de Bolzano = dce (a,b)/ g(c)=0

Oseaque f(c)—-m=0 = f(c)=m

Teorema de Weierstrass (Existencia de extremos absolutos)

H)
T

f es continua en [a,b]
f tiene maximo y minimo absolutos en [a,b]

MAXIMO
ABSOLUTO

MINIMO
ABSOLUTO

b

'/

MAXIMO
ABSOLUTO

MINIMO
ABSOLUTO
a
MAXIMO
ABSOLUTO
MINIMO
ABSOLUTO

[ R
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FUNCIONES

Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Funcion Lineal

AN

Dominio: R

v' Cero: (=0 = recta horizontal y=b (se dice'que la funcion es "constante")

Si a

v' Corte con0y: y=b

Representacion Grafica: recta

f(x)=ax+b | ac R, beR \[cem

: . b
#0 = rectaoblicua que cortaal eje Ox en x=——

\/ corte con Oy

a

v Crecimiento: >0 = recta creciente /

sia
<0 = recta decreciente \

Funcion Cuadratica

f(x)=ax*+bx+c

v Dominio: R

corte con Oy

ac R beR,ceR, a0 \/fceros

v" Representacion Grafica: parabola
N/Vértice

v" Ceros:

—b+~b* —4ac
>0 = 2 ceros x:2—
a

(la parabola corta al eje 0x en 2 puntos distintos)

b
si b2 —4dac =0 = 1cerodoble x:_2_a f z 7 \

v' Vértice: Xy =

v" Concavidad:

Sia

(la parabola corta al eje Ox en un solo punto: el vértice)

<0 = no tiene ceros (la pardbola no corta al eje 0x) \/ >
\VAVA

v' Cortecon0y: y=c¢

>0 = positiva \/
<0 = negativa /\

21



FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Funcion Exponencial (con base e)

(Qué es el numero e?
Es un numero irracional cuyo valor es: e =2,718281828459
Hay 2 formas de expresarlo como resultado de limites:

ezgigb (1+x)x

1 X
e= lim (1+—j
x— Foo X

Sea la funcién f(x)= e’

Caracteristicas principales:

Su dominio es R
Es siempre positiva
No tiene ceros

Es siempre creciente (y en (0,+c0) crece muy rapidamente)
e’ =1

lim ¢* =0" (se suele resumir asi; e = 0+)
xX—> —o0

D N N N N NI NI N

T lim e* =+oo (se suele resumir asi: e

Jm, =+=)

Funcion Logaritmica (con base e)

f(x)=Lx

Sea la funcidén

(aclaracion: Lx =log, x)

y Caracteristicas principales:
Lx

e

Su dominio es R*

Es negativa en (0,1) y positiva en (1,4c0)

Tiene un cero en x = 1 (L(1)=0)

Es siempre creciente (y en (I,+e0) crece muy lentamente)

Iim Lx=-o0 (se suele resumir asi: L (0+) = —oo)
x—0*

NN N N NN

Iim Lx=+oc (se suele resumir asi: L (+°°) = +°°)
xX—> 400
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Funciones Trigonométricas

Funcion Seno f(x)=senx

Caracteristicas principales:

Dominio =R
Recorrido = [-1,1]
Tiene ceros en x = kx ke Z

lim senx no existe
x—> too

Es una funcién periddica de periodo 27 -1

AN NI NN

Funcion Coseno f(x)=cosx

Caracteristicas principales:

v" Dominio =R
v" Recorrido = [-1,1]

. 1
v" Tiene ceros en x=(k+5jﬂ' ke Z
v lim cosx no existe
X— too
v" Es una funcion periddica de periodo 27 i

Funcion Tangente

sen x

f(x)=tgx (z‘gx= Vx/cosx;tOj
COS X

Caracteristicas principales: j 232 )
.. 1
Dominio = R—{(k+5jﬂ' ke Z}

Recorrido =R E

Tiene ceros en x =k ke Z

lim tgx no existe
x—=*

D N N NI NN

Es una funcidn periodica de periodo 7
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Infinitésimos

lim f(x)=0
XxX—a

(a puede ser finito o infinito, lo importante es que el limite valga 0)

Una funcion f es un infinitésimo cuando x — a si y solo si

Ejemplos: )1(i_)mz(x— 2)=0= x—2 esun infinitésimo cuando x — 2

o1 1 ) .
lim —=0 = — esun infinitésimo cuando X — +oo
X—>+o0 X X

Comparacion de Infinitésimos: Orden de un infinitésimo

Dadas 2 funciones f'y g que son infinitésimos cuando x — a (;gr}l f(x)=0y ;gr}l g(x)= O)

se compararan estos infinitésimos calculando e/ limite del cociente, para lo cual se debe admitir que
g(x)#0 Vxe E’ (a,0) (No confundir: lo que si se cumple es que g(x) —0)

Por orden de un infinitésimo se entiende la rapidez con que los valores de la funcion tienden a 0. Un
infinitésimo tiene mayor orden que otro si predomina como un 0 frente al otro infinitésimo.

Al comparar 2 infinitésimos solo puede ocurrir uno de los siguientes 4 casos:

k0 = ordende f=ordende g (*)
o f(x) _ 0 = orden de f> orden de g
xoa g(x) | = orden de f<ordende g

\ A = f y g no son comparables
(*) En el caso particular k = 1, ademas se dice que f'y g son equivalentes

W

m
xX—a g(x)

Es decir que: Se dice que f'y g son infinitésimos equivalentes si

Se suele expresar también de otra forma: f ; g (7 significa “equivalente a” )
x—a

Ejemplos:

5
1) lim 5(x=2)* =0 @%%

=5 = orden de 5(x—2)* = orden de (x—2)* cuando x — 2

. _ 2=
lim (x-2)° =0

(x—2)*

2) 1i_>rr§ (x-2)"=0 lim = lgn% (x—2)=0 = orden de (x—2)*>orden de (x—2) cuando x — 2

;;n%(x—2)=0

3) lim (x—2) =0 lim L= lim BN
¥=2 =2(x=2)Y =2 (x=2)" 0

. _ 3:
lim (x~2)’ =0

4) lim |x|=0 limm = lim m = lim sg(x) A= | x| y x no son comparables cuando x — 0
x—0 x—0 x x—0 / x—0
limx=0
x—0

24
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Limites Tipo

Son cocientes del tipo o’ es decir cocientes de infinitésimos.

Limite Tipo Exponencial: lim (ex —1j 1

Demostracion:

1
e= lim (1+x)x

xX—>
/ im (1)1 | tim (1+2)¢|
. lim (1+x)+ | -1 lim (1+x)4" |1
lim <=1 = fjm L=2° = lim L=° Ctim Ay £y
x—0  x x—0 X x—0 X x—0 X x—0 }{
O sea que: ex_l ~X
si x—0

Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior:
(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que importa es
que u tienda a 0, no que x tienda a 0)

Ademas existe una equivalencia exponencial mas general atn que la a“ — 1 ~ U L( a)
anterior ya que sirve para cualquier base (no solo e) siempre y
cuando a > 0:

si u—0

Ejemplo: u=4x-4-0

4x-4 _ _
hme—l:H—h ﬂ—}o{:hn}(“yﬁ T
X— X

=1 x2—] 0 0 ¥>-1 Jo -

_1 _—
+1) (x<T) o X1

Limite Tipo Logaritmico: lim ( Lx j 1

Demostracion:

x=1+z
CViz=x-1=
z—0 (cuando x —>1)

i e

. T
. . L(1 . : 1
lim £ 1im ﬂ=hm lL(1+z)=hm L[(1+z)2}=Le=1
x—=1 x—1 z—0 z z—0 7 z—0

Propiedad de logaritmo
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Oseaque: [ x ~ x—l

si x—1
Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior: L(u) ~ U— 1
(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que si u—sl

importa es que u tienda a 1, no que x tienda a 1)

Ejemplo:
u=2x-3-1
(2x-3)—

. 1 .
= lim 5 = lim =
x—2" x° -4 x—2" x“—4

0,5

lim —
x=2" x“—4

L(Zx—3)=}9{

0

2’““‘:H=nm 2620 _ o
0| x—o2 (x+2)M X0 2F

x+2=

: x"—1
Limite Tipo Potencial: lim ( ] =1 n+0

Demostracion:

Se aplica Ruffini en el numerador (1 es raizde x" —1):

n n-1 n-2 2 1 0
1 0 0 .0 0 -1
1 1 11 1

1 1 1 .1 1 O
. ' —1 \L M(xn_1+xn_2+ ..... +x+1) 1 .. | 5
112’11 ﬁ: im M :—hg} (x"_ +x" +x+1):
X n{(x— X n nx

n veces
21(1”‘1+1”‘2+ ..... +1+1):l(1+1+ ..... +1+1):i/:1
n n /{

Oseaque: X7 -]~ n(x—l)
si x—1
Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior:

(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que
importa es que u tienda a 1, no que x tienda a 1)

Ejemplo: n=5; u=x-2-1
(x=2) =1 J0[ o S(=2=1) . 5(x=3) o[ .. 53
B L e A e
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Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Limite Tipo de Seno: lim
x—0 X

sen x
=1

(Aca no se demuestra)

O sea que:

senx — X
si x—0

Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior:
(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que
importa es que u tienda a 0, no que x tienda a 0)

senu ~— u
si u—0

18X _4

X

Limite Tipo de Tangente:

lim
x—0

Demostracion:
senx

. tox .
lim 2% =1im
x—=0 X x—=0 X

COS X sen x sen x

Jdim ! =1.1=1
x—=0 cosx

—_——
=1 (LT Seno) -1

=lim
x—0 X

=lim
x>0 x.cosx

O sea que:

Igx ~ Xx
si x—0
Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior:

(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que importa
es que u tienda a 0, no que x tienda a 0)

Igu ~u

si u—0

Limite Tipo de Coseno: lim l-cosx ~1
x—0 x7
2
Demostracion:

lim l-cosx lim (1-cosx)(1+cosx) _ lim l-cos’x lim sen’x B
X 2 - X 2 - X 2 - X 2 -
-0 XA —0 (xé)(l+cosx) =0 (xé)(1+cosx) =0 (xé)(1+cosx)

. sen’x senx.senx.2 .  Senx ;. _ Senx q. 2 2
=lm ———=lim ————— = Jim i =1.1.==1
x>0 5 14+cosx x>0 x.x.(I+cosx) >0 x x>0 x x>0 J4+cosx 2
x s —
2 =I(LT Seno) =I(LT Seno) e
I—cosx ~ =
O sea que: COS x 7

si x—0

Se suele utilizar la version general de la equivalencia anterior:
(Obsérvese que “u” es una expresion que depende de x y que lo que importa
es que u tienda a 0, no que x tienda a 0)
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FUNCIONES Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Infinitos

.7 . . . . i = o0
Una funcion f es un infinito cuando x — a si y solo si xlgna J(x)

(a puede ser finito o infinito, lo importante es que el limite valga oo)

; : . 1 e -
Ejemplos: lim = —oo = es un infinito cuando x —5
x=>57 x=5 x=35
lim x* =+oo = x’ es un infinito cuando x — +oo
X—>+o0

Comparacion de Infinitos: Orden de un infinito

Dadas 2 funciones f'y g que son infinitos cuando x — a (;1_% f(x)=00 y )11_1;611 g(x)= oo)

se compararan estos infinitos calculando el limite del cociente.

Por orden de un infinito se entiende la rapidez con que los valores de la funcion tienden a o . Un infinito
tiene mayor orden que otro si predomina frente a ¢€l.

Al comparar 2 infinitos solo puede ocurrir uno de los siguientes 4 casos:

(k0 = ordende f=ordende g (*)
0
lim £ —

xX—a g(x) oo

4

(*) En el caso particular k = 1, ademas se dice que fy g son equivalentes

f@_,

m
xX—a g(x)

ordende f <ordende g

ordende f >ordende g

b 4

f y g no son comparables

Es decir que: Se dice que f'y g son infinitos equivalentes si

Se suele expresar también de otra forma: f ~ 8 (7 significa “equivalente a” )

x—a
Ejemplos:
. .54
I) lim 5x=+4c lim —— =5 = orden de 5x = orden de x cuando X —+oo
X—>+o0 X—> +oo /%
lim x =400
X—>+oo
. : .1 )
2) lim x=+oo lim —= lim —=0 = orden de x <orden de x° cuando x — +oo
X—>+o0 X—>+o0 x&\ x—>+oo y

lim x* =+
X—>+oo

b
. X .
3) lim x> =4c lim x = lim x=+c0 = orden de x’ >orden de x cuando x — 4o

X—> 4o X—>+o0 X—>+o0
lim x =400
X—>+o0
4) lim x.sen(x)=+ lim ’J{ sen(x) lim sen(x) Zf = x.sen(x) y X
= (o0} —_— =
X—>Hoo X—>o0 2{ X—>Fo0 ) y
lim x =400 no son comparables cuando X —+ o

X—>+o0
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Infinitos Fundamentales

Son infinitos muy utilizados.

Vne R":
. . x n
Infinito Exponencial: (e ) oo )
Son infinitos s6lo cuando x — +oo
Infinito Logaritmico: (L x)n
Infinito Potencial: x"

Comparacion del orden de los infinitos fundamentales

Para facilitar la visualizacion mediante las representaciones graficas de las funciones anteriores, se
considerard n=1

iyl

Recordando lo visto en “Comparacion de Infinitos: Orden de un infinito”, se puede observar que cuando

X —> 400 : orden [ex} > orden [x] > orden [L x]

Est4d demostrado que lo anterior (ahora considerando n) puede generalizarse a lo siguiente:

orden [(ex )n} > orden [x"} > orden[(L x)nJ Vne R*
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Resumiendo (regla practica):

orden (o exponencial) > orden (e~ potencial) > orden (o logaritmico)

Téngase en cuenta que todas estas conclusiones son validas solo cuando X > o0

Ejemplos:

X
. e o +oo X
lim = | =—p=+<>°
oo ~+co pot

. Lx oo 4eolo
lim —=|—| = & =0"
¥=tee x°  Joo|  +oo pot
-
. X oo +o0 pot
Iim —= |—| = pot _ +o0
x>+ [x  Joo|  4oolog

8 2 o 8 o
lim L(x +?;x+2 6) :}_{: lim L(x%) ~ lim 8L(x) _+ log _0
X—>+0o0 _Se X X

x—+e0 53 _coexp

. x*—4 oo ) x’ ) x’ +o0 pot
lim —————=|—| = lim ——-= lim = =
x>t [(x" +30x)  Joo| x>t [(x7) x>+ 10L(x) +oolog

oo

orden (oo exp) > orden (e pot)

orden (oo log) < orden (o pot)

orden (o= pot) > orden (o log)

orden (o log) < orden (= exp)

orden (oo exp) > orden (e pot)

orden (oo pot) > orden (= log)
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DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Sea una funcion f(x) y a un valor del dominio de f (ae D(f))

o e S = f(a) : _
Si existe y es finito el limite: il_rill ———— ,aese valor se le llama derivada de fen x = a, y se
xX—a

escribe asi:

S~ f(a)

f'a)= lim

X—a XxX—a

Observaciones:

f(x)~f(a)

xX—a
del cociente incremental.

se llama cociente incremental, por lo que es comun decir que la derivada es el limite

1)

2) Interpretacion geométrica

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la curva en ese
punto.

También, en lugar de pendiente, se suele usar el término coeficiente angular.

Primero que todo hay que aclarar que la pendiente de una recta es un niumero. Es la tangente
trigonométrica del angulo que forma dicha recta con el eje x (considerando el angulo que va desde
el eje x hacia la recta en sentido antihorario).

recta tangente a la curva

f(a) en el punto (a , f(a)) (*)

—_ '
(*) La ecuacion de dicha recta se expresa de la siguiente forma: y=f'a) (x - a) + f(a)
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Ejemplos (aplicacion directa de definicion de derivada en un punto):

) f(x)=x> Calcular f'(3)

En este caso: f(x)=x"
a=3

5 5 Ruffini
f'3)= f(x) 5(3)—1 i—1 al _9—}0[ x_>3M(x+3)—hm (x+3)=6

x—>3 b 3 X—>3 X 3

2) Calcularla pendiente de la recta tangente a la gafica de la funcion g(x)=5-x" enel punto (2, 1)

En este caso: g(x)=5-x"
a=2 gla)=1

5 5 Ruffini o
10y EISC)_y 6000y s i oo

- 1m
x—2 x—=2 x=2 x=2 0 x—2 )?4

= lim (~x—2)=—4
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Teoremas sobre derivadas

En todos los casos se supone que las funciones f'y g son derivables (ver tema siguiente) en X.

1. Derivada de una constante

La derivada de una constante es cero.

H) f(x) =k

T) f'(x) =0

Demostracion :

fiay=tim L@y K20
x—a xX—a x=a x—aqg =0

Como a representa a un x cualquiera: f'(x)=0

Resumiendo: k'=0

2. Derivada de una constante por una funcion

La derivada de una constante por una funcion es igual a la constante por la derivada de la funcion.

H) j(x) = k.f(x) (keR)
T) j'(x) = k.f'(x)

Demostracion :
)= tim 2O=I@ _ o k@ kf@ k(0= @)
x—=a  x-—a x—a xX—a x—a x—a
— k. lim J)-f(a) =k.f'(a)
xXx—a xXxX—a

Como a representa a un x cualquiera: j'(x)=k.f'(x)

Resumiendo: (kf) '=k.f'
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3. Derivada de una suma de funciones

La derivada de una suma (resta) de funciones es igual a la suma (resta) de las derivadas de cada una de
las funciones.

H) j(x) = f(x) £ g(x)
T j'(x) = f'(x) £ g'(x)

Demostracion (para la suma) :

@)= fim L0=I@ _ g @ +e@)-(J(@+2@) o S-f@+eg(x)=gla)
XxX—a X—a XxX—a xXxX—a Xx—a x—a
= lim f(x)_f(a)+ lim g(x)—g(a) =f'(a)+g'(a)
x—a X—a xX—a xX—a

Como a representa a un x cualquiera: j'(x)= f'(x)+g'(x)

Resumiendo: (f+g)':f'+g' Generalizando_'(f+g+h+...)':f'+g'+h'+...

4. Derivada de un producto de funciones

La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada del primer factor por el segundo factor
mas el primer factor por la derivada del segundo factor.

H) j(x) = f(x).g(x)
T) j'(x) = f'(x).g(x) + f(x).g'(x)

Demostracion ( se suma y resta en el numerador f(x).g(a)):

j0=j@ _ . (f(6)g0)~(/(@)-g(@)

j'(a)= lim =

Xx—a X—a x—a xX—a

i L8~ f(@g@)+ () g(a)~ f(x).g(a) _
X—a xX—a

i L@ 80 - f@) @)+ f(x).g(a) - f(a).g(a) _
X—a xX—a

_ e S8 -2(@) +8(@) (S ()~ /(@) _
X—a xX—a

m [ rolED=g@) () —f(a))j _
*—a xX—a X—a

= lim f(x). lim gW-gla . 2(a). lim S -fla) _

x—a x—a x—q x—a x—a xX—a
= f(a).g'(a)+g(a).f(a) = f(a)-g(a)+ f(a).g'(a)

Como a representa a un x cualquiera: j'(x)= f"'(x).g(x)+ f(x).g'(x)

Resumiendo: | (f.g) = f'.g+ f.g" |Generalizando: (f.gh)'=f'.gh+ f.g" h+f.gh'
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5. Derivada de un cociente de funciones

La derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador menos

el numerador por la derivada del denominador, todo dividido entre el denominador al cuadrado (si este
es distinto de cero).

H) j(x)= /() (g(x) #0 en un entorno de x)
g(x)
T) jv(x) — f'(x)'g(x)z_ f(x)g '(.X)
g (x)

Demostracion ( se suma y resta en el numerador f(x).g(x) ):

J&x) _fa) J(x)g(a) - f(a)g(x)

)= tim 2O _ g0 @ el
x—a XxX—a x—a xXxX—a x—a xXxX—a
_ i J02@= f(@g) _ | f()(@) = [(@g()+ f()g) = [()g(x) _
0 g(v).g@)(x—a) g(x).g(@).(x—a)
o D@ f(@) = f(0)(g(x)-g(@)) _
> g(x).ga).(x—a)

:Hm(amuvrfw»_ﬂm@u%gwq
el g)g@)x-a)  gl).ga)x-a)

— lim _ 8 lim M_hm EVACO N lim g —gla) _

o ggla) S x—a Toag)gla) 0 x—a
_ gz(a) fa) - f2 (@) 2'a) = g(a)z-f @ _f (az-g (@) _f '(a)-g(a)z—f (a).g'(a)
g (a) g (a) g (a) g (a) g (a)
Como a representa a un x cualquiera: j'(x) = / '(x).g(x)z—( j; (¥).g'(x)
g (x

Resumiendo: (ij _ flg-rg'

g g’
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6. Derivada de una funcion potencial-exponencial

H) h(x)= f(x)8™

T) h'=fg.(§.g+g'.ij (se obviaron las x)

Demostracion :
Tomando logaritmos: L(h)=L ( A )
Aplicando una propiedad del logaritmo: L(h)=g.Lf
Derivando: (L(h)) = (g.Lf)'

L "Lf + g.L

h A
Despejando h': h'= h( g'.Lf + gf7j
Sustituyendo h por su valor: h'=f% ( g'Lf + g%]
Reordenando: h'= fg.[7.g+ g'.ij

Resumiendo: (fg) ' fg.(§.g +g '.Lf)

Ejemplo:

£

() = xX.[i'./H'.Lx] = " (141.Lx) = x*. (14 Lx)
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7. Derivada de una funcion compuesta

La derivada de una funcion compuesta f(g(x)) es igual a la derivada de la funcion f con respecto a g por
la derivada de la funcion g con respecto a x.

H) F(x)= f(g(x)) (g es derivable en x = a 'y f es derivable en g(x) = g(a))
T) Fi(x)= f'(g(x))-g'(x)

Demostracion :
F'(@)= lim Fx)—-Fa) _ . (e))-f(gla@) _ . [(8(x)—f(g(a)) g(x)—g(a) )
x—a xX—a x—a xX—a x—a g(x)—g(a) X—a

gesderivableenx=a = gescontinuaenx=a = g(Xx)—>g(a) cuando x —>a

Entonces: (1)=  lim (& =/(8@) . gD=8@) _ 1004 o1(a)
g(x)—g(a) g(x)—g(a) x—>a —a
=/'(g(a)) =g(@)

Como a representa a un x cualquiera: F'(x)= f"'(g(x)).g'(x)

Resumiendo: [f(g(x))] = f'(g(x)).g'(x) | Regladela cadena

Ejemplo:

f(x)=x"
g(x)=Lx

F(x)=f(g(x))=f(Lx)=(Lx)’
F'(x)=f'(g(x)-g'(x)= f(Lx)(Lx)'=(2.L x).(%) _2Lx

X
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8. Derivada de una funcion inversa

Si f es una funcion estrictamente creciente o decreciente en un intervalo [a,b], si existe f* y no se anula en
algin ce (a,b), entonces la derivada de la inversa de f también existe y no es nula.

H) F(x)=f"(x)
1

Y p———
VT )

Demostracion :

Aplicando una propiedad de la funcion inversa: f ( f -1 (x)) =X
Derivando ambos miembros de la igualdad: [ f ( f _l(x))} =x

Aplicando la derivada de una funcion compuesta: [ '( f -l (x)).( f _1) (x)=1
1

Despejando: (f_l )' ()= f'(f—_l(x))

Resumiendo: (f_l) (x)=

Ejemplo:

f(x)=senx

f -1 (x)=arcsen x

P | [ —— (0

sen'(arcsenx)  cos(arcsenx)

Aplicando la formula trigonométrica fundamental:

sen’x+cos’x=1 = cosx=+/1-sen’x = cos(arcsenx)= \/ 1—(sen(arcsenx))’ = \/ 1-x
%/—/

X

1 ' 1

Entonces: (1)= = (arcsen) (x)=

2 2

1—x 1—x
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Calculo de la derivada de algunas funciones de uso frecuente

Derivada de la funcion Potencial

fx)=x" (ne R)

xl’l
n n an( n _lj
fay=tim XD _ oy X2 N T i,
XxX—a xX—a Xx—>a x—q XxX—a

X
: et s : X xY X
Aplicando Limite Tipo Potencial, donde u= — : (—j —1~n (—— lj

a a

) o

H(M)
Entonces: (*)=a". im ———%=¢". Ilm ———2=4". lim =
) x—2a y—gq x—>a  y—g x—>a a()x//a)
n
n a _
—d" = =n-—=nag""
a a

Como a representa a un x cualquiera: f'(x)=n.x""

Resumiendo: (xn ) _ n.xn—l

Ejemplos de aplicacion de esta formula (recuérdese que n es un real cualquiera):

(x)' =(x1)' =1x"=1x"=1.1=1

(xz) =2x7"=2x"'=2x
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Como derivar una funcion polindomica
(su expresion es un polinomio)

Ejemplos paso a paso:

T3 T2 DFPy T1
(2x-3)' = (2x)+(=3)" = 2(x)+(=3)" = 2(1)+0=[2]
T3 T2 DFPy T1
(=37 +5x+2)" = (=3x7)+(5x)+(2)" = =3(*)+5(x)+(2)" = =3(2x)+5(1)+0=|=6x+5
T3 T2

(4x° =327 + 637 —2x+14)" = (42" )'+(-3x7 )+ (62 )+ (=2x)+(14)" = 4(x°)=3(x*)+6(x*)'=2(x)+(14)' =

DFPy T1
= 4(5x")-3(3%%)+6(2x)-2(1) +0=[20x" —9x* +12x 2|

Como derivar una funcion racional
(su expresion es un cociente de polinomios)

Ejemplos paso a paso:
(se derivan los polinomios sin especificar los pasos intermedios vistos anteriormente)

'

[3x2 +4x_2j ' T_S (3x2 +4x—2)'(x2 —5)6)—(3x2 +4x—2)(x2 —5x)

x* =5x (= 5x)° )
_(6x+4)(x? =5x) = (357 +4x-2)(2x=5)  6x’—30x" +4x" —20x—(6x" —15x" +8x> ~20x —4x+10)
(x> —5x)° (x*—5x)°
_ 627267 ~20x—(6x 72" = 24x+10) 65 —26x> ~20x 6% +7x* +24x-10 _[~19x> +4x-10
(x> —5x)° (x> —5x)° (x> —5x)°

(5)(2x+3)—(5x—=4)(2) _10x+15—(10x-8) _

1

(5x—4j ' T: (5x—4)"(2x+3)—(5x—4)(2x+3)

2x+3 (2x+3)° (2x+3) (2x+3)’
_JOX +1540x +8 | 23
o (2x+3) |(2x+3)
T5 o 2 2\ 2
(-_3) _E)-E)_(O)-(3)2) 0-(-69)_6x _[6
¥ () x x Xt |x
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Derivada de la funcion Exponencial

f(x)=b"  (b>0,b#1,xeR)

_ «_pa b (b —1 o _
a)=tim 2@ B0 Ll G SRPRY S
XxX—a XxX—a Xx—a x—q Xx—a XxX—a x—>a x—q

(*)
Aplicando Limite Tipo Exponencial General, dondeu=x-a: 5" “ -1~ (x—a).L(b)

Entonces: (*)=5". lim G=D)LG) _ L(b) = L(b).b"

Xx—a )p/a

Como a representa a un x cualquiera: f'(x) = L(b).b"

Resumiendo: (bx )' = L(b).b"

Observacion: en el caso particular que b=e ( L(e)=1), se obtiene:

Derivada de la funcion Logaritmica

f(x)=L(x) (xeR")

e i X f(@) . L) —-L(a)
f(a)_xlgna xXxX—a _xlgna XxX—a ( )
Aplicando una Propiedad del Logaritmo: L (2] =L(c)-L(d)

atl
()

Entonces: (*)= lim

Xx—>a x—q
: T . X X X
Aplicando Limite Tipo Logaritmico, donde u= — : L(—) ~——1
a a a
X xX—a
a a =<a 1

Entonces: (**)= lim = lim = lim ——=—
X—=>a x—q X—a x—q Xx—a a(/)?/a) a

. 1
Como a representa a un x cualquiera: f'(x)=—
X

Resumiendo: (Lx) _ 1

X
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Derivada de la funcion Seno

f(x)=senx
Se utilizara la formula trigonométrica de resta de senos: senax—sen f=2 cos(a; B j Sen(a; B j
2003( +ajsen(x_aj

f'(a)z hm f(x)_f(a) — 111'1'1 senx—sena _ hm 2 _

X—a xX—a X—a xX—a XxX—a xX—a

xX—a
iy sen(zj
=2. lim cos(x j lim —————= (%)
x—a x—a x—a

Aplicando Limite Tipo de Seno, donde u = rd : sen(x — aj x4

. xX+a
Entonces: (*)=2. lim cos(
Xx—a

. 2

Como a representa a un x cualquiera: f'(x)=cosx

1

Resumiendo: (Sen x) = COS X
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Derivada de la funcion Coseno

f(x)=cosx

- . . . yy s o+ a—
Se utilizara la formula trigonométrica de resta de cosenos: cosa—cos ff=-2 sen( > p jsen( > P j

P 57)

—2sen(
a)= lim Z=S@ _py, cosx=cosa_ .
X—a xX—a Xx—a

XxX—a xXx—a
&
sen T

“j. lim ——= 2 (%)

X—a

xX—a xXx—a

. X+
=-2. lim sen(
Xx—a

Aplicando Limite Tipo de Seno, donde u =

. xX+a
Entonces: (*)=-2. lim sen(
Xx—a

Como a representa a un x cualquiera: f'(x)=—senx

1

Resumiendo: (COSX) = —Senx
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Derivada de la funcion Tangente

f)=1gx
Se utilizard la férmula trigonométrica de la tangente: fga= sene
cosa
Y se aplicara derivada del cociente: (ij = @
g g
‘ [ senx (senx)'(cosx)—(senx)(cosx)'
=) =[ 20 - :
cosx cos” x
Se aplica derivada de seno y coseno:
' (cosx)(cosx)—(senx)(—senx) cos? x+sen’x
f'(x)= > = 3
cos” x cos” x
Se aplica la formula trigonométrica fundamental (sen’x +cos” x=1):
, 1
S'(x)=—=
cos” x
. ] , 1
Resumiendo. ( y x) _ .
COS X
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DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

S~ f(a)

Una funcion f(x) es derivable en x = a si y solo si lim

e —a existe y es finito.

Observacion: es decir que fes derivable en x = a si y solo si existe f '(a)

Teorema (relacion entre Continuidad y Derivabilidad)

Sifes derivableenx=a = fescontinuaenx=a

Demostracion:
Si fes derivable en x =a = existe ;grclz S~ f(a) (por definicion de funcion derivable en un punto)
xX—a
Se parte de la igualdad: f(x)— f(a)= M(x —a) (recuérdese que x —a pero x#a)
x—a

Se toman limites a ambos miembros de la igualdad para x > a:

lim (£(x)- £(a)) = lim [M(x—a))
xXxX—a xXx—a XxX—a

Se aplica limite de la suma y del producto de limites finitos:

lim f(x)—lim f(a)=lim (Mj.lim (x—a)
xX—a xX—a x—a xX—a x—a
:f(a) =f'(a) :O

lim f(x)- /(a)=0
lim f(x)= /()

Esto significa que f es continua en x = a (por definicion de funcidén continua en un punto).
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Observaciones:

1)

(Se cumple el Reciproco de ese teorema (continua = derivable) ?
NO SIEMPRE. Contraejemplos:

. x)—f(0 . . .
f(x)=x| — hg%) S~/ no existe = Esta funcion es continua en x = 0 pero no es
X xX—
derivable en x =0
. x)—f(0 ., . .
f(x)= I > hir%) Lof() =+co = Esta funcion es continua en x = 0 pero no es derivable
X xX—
enx=0
2) En la Logica Matematica es un hecho comprobado que si se cumple un enunciado Directo,
también se cumple su version Contrareciproca.
Directo: H=T
Contrareciproco: NT = NH
Asi que también sera cierto el siguiente enunciado:
Sifno es continuaenx=a = fno es derivableenx =a
Resumiendo: D=C

CAD

NC = ND
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Teoremas sobre funciones Continuas y Derivables

Teorema de Rolle (Existencia de extremos relativos)

H) fes continua en [a,b]
f es derivable en (a,b)

T) 3ce (a,b)/ £(c)=0

f(@)=f(b)
N 19 1 oM
f(a)=f(b)}----- S \ (@) =f(b \ ¢ f(a)=1(b) ; =
o i i i i
o | o | i 3
L L, L L st B
a ¢ b x 2 ¢ b x acCC Cb x

Teorema de Lagrange (Teorema del valor medio)

) Hce(a,b)/f'(c)zw
—a

H) f es continua en [a,b]

f es derivable en (a,b)

1) 4

f(b)
~N

f(a

Observacion: El teorema de Rolle es un caso particular de este teorema.

si f(b)=f(a)= f(b)-f(a)=0= f'(c)= ﬂb;:f:(a) - b?a

=0 (se obtuvo la tesis del teorema de Rolle)
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Teorema de L’Hopital (Método para resolver indeterminaciones 0/0 e oo/co derivando)

7y fim L9 2 jiy L

0
) lim, f(x) = lim g(x) = {oo =4 g(x) =4 g'(x)
(A puede ser finito o infinito)
f'y g son funciones derivables en un entorno de A (para A finito)
f'y g 'no se anulan simultaneamente en un entorno de A (para A finito)

existe lim f '(x)
x—A4 g (x)

Ejemplos de aplicacion:

.., 0
Indeterminacion 6:

1) lim
) 0

3x2-9x+6 10
=2 x2—5x+6

utilizando Ruffini :

=...2 esquemas de Ruffini...= lim

=1i
x—
utilizando L' Hopital :
(3x* —9x+6) 6x—9 3

= lim —— = lim =—=-3
=2 (x7=5x+6)" 22x-5 -1

X +13x% +56x+80 }o{
0

2) lim 5 5 =
Xx>-42x" —4x" +64x+192

utilizando Ruffini

...2 esquemas de Ruffini...= l_i>n3

(x+4) (¥ +9x+20) L P H9+20 _}0{

4M(—2x2+4x+48) TS v 4x e 48 |0

0
L () (x#5) o x+5 1
2 esquemas de Ruffini...= lim, (347) (~2x+12) =, T T 20

utilizando L' Hopital :
(x*+13x” +56x+80)' 3 +26x456 o[ . (3% +26x+56)"
im S 5 = lim ———= = lim > =
>4 (2x' —4x7 +64x+192)" >4 —6x" —8x+64 =4 (—6x" —8x+64)'
6x+26 2 1

= lim =—=—
x—>-4_-12x-8 40 20

0
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. .« S
Indeterminacién —:
(o 0]

. =5x+6x*=3x oo
lim > = |—
X +oo 2x"+4 oo

utilizando el método de los términos de mayor exponente :
. —Sx . —5x
= lim = lim —=—o
X—> +oo 2/ X—>+e0 )
utilizando L' Hopital :
(=52 +6x* =3x)' [ 1sx 41203 }oo[ (1557 +12x-3)" [ 30x+12
m = T

x—1>r-1;-loo (2)62 + 4)' X—>+oo 4x x%lr-li’-loo (4x)' x%lrEoo 4

oo
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DEFINICIONES VARIAS Y APLICACIONES DE LA DERIVADA

Definicion de funcion Estrictamente Creciente en un punto

VxeE_(a,0) f(x)<f(a)
fes estrictamente crecienteenx =a < IE(a,0)c D(f) /< y

VxeE,(a,0) f(x)> f(a)
J(3) 4

»

f(a)

Observacion: Noétese que la funcion debe estar definida en x = a ( f(a) existe y es finita ) pero
no necesariamente debe ser continua en x = a.

Definicion de funcion Estrictamente Decreciente en un punto

VxeE_(a,0) f(x)> f(a)
f es estrictamente decreciente en x =a < IE(a,0)c D(f) /1 y
Vxe E (a,0) f(x)<f(a)

|

J() 4

f(a)

v

Observacion: Notese que la funcidn debe estar definida en x = a ( f(a) existe y es finita ) pero
no necesariamente debe ser continua en x = a.
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Condicion Suficiente para que una funcion sea
Estrictamente Creciente en un punto

f'(a)>0 = fesestrictamentecrecienteenx =a

Observacion: pero no es necesario (no siempre se cumple el reciproco).
X x<0

Ejemplo: f(x)= enx=0
gl =" T2

Condicion Suficiente para que una funcion sea
Estrictamente Decreciente en un punto

f'(a)<0 = fesestrictamentedecrecienteen x = a

Observacion: pero no es necesario (no siempre se cumple el reciproco).
) —x+1 x<0
Ejemplo: f(x)= >0 enx=0

—X X =

Definicion de Maximo Relativo

»

f tiene un mdaximo relativo en X = a f(x ) ,

& 3E(a,8)c D(f)/Vxe Ea,8) f(x)< f(a)

f(a)

v

X
Definicion de Minimo Relativo
f tiene un minimo relativoen x = a f (x) 4
& JE(a,8)c D(f)/Vxe E(a,8) f(x)= f(a)
f(a)
——) >
a-0 a a+o X
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Condicion Necesaria de existencia de Extremo Relativo
(para funciones derivables)

f es derivable y tiene un extremo relativoen x=a = f'(a)=0

Observacion: pero no es suficiente (no siempre se cumple el reciproco). Ejemplo: f(x)=x" en x=0

Primer criterio de Suficiencia de existencia de Extremo Relativo

fescontinuaenx=a
Vxe E_(a,0) f'(x)>0 . . .
= ftiene un maximo relativoen x = a
AE(a,0) /< y

Vxe E,(a,0) f'(x)<0

fes continnuaenx =a
VxeE_(a,0) f'(x)<0

AE(a,0) /< y
VxeE,(a,0) f'(x)>0

= ftiene un minimo relativoen x = a

Observacion: Notese que en este criterio no se pide que la funcion sea derivable en a. Es decir que, por
ejemplo, detecta el minimo en x = 0 tanto de x* como de |x|.

Segundo criterio de Suficiencia de existencia de Extremo Relativo
(para funciones derivables)

f'(@)=0y f"(a)<O0 (finita) = f tiene un maximo relativoen x =a
f'(a)=0y f"(a) >0 (finita) = { tiene un minimo relativo en x =a

Observacion: Notese que en este criterio se pide que la funcion sea derivable en a. Es decir que, por
ejemplo, detecta el minimo en x = 0 de x* pero no de |x|.
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Definiciones de Concavidad Positiva y Concavidad Negativa

f tiene concavidad positiva en x =a < JE(a,8) < D(f)/V xe E (a,8) f(x)>(f'(a).(x—a)+ f(a))

J() 4

»

f(a) |-

v

f tiene concavidad negativa en x =a < IE(a,8) < D(f)/Vxe E (a,8) f(x)<(f'(a)(x—a)+ f(a))

J() 4

f(a)

»
|

a X

Observacion: Noétese que en esta def. la funcion debe ser derivable en x = a ( f'(a) existe y es finita )
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Condicion Suficiente de Concavidad Positiva

f"(a)>0 y finita = f presenta concavidad positivaen x =a

Observacion: pero no es necesario (no siempre se cumple el reciproco).
, 41 x<l _ »
Ejemplo: f(x)= . . (enx =1 hay concavidad positiva, pero f "(1) no existe )
X x2

Condicion Suficiente de Concavidad Negativa

f"(a)<0 y finita = f presenta concavidad negativaen x =a

Observacion: pero no es necesario (no siempre se cumple el reciproco).
2
-x -1 x<l1
Ejemplo: f(x) :{ )2 | (enx =1 hay concavidad negativa, pero f"(1) no existe )
—2x X2
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Definicion de Punto de Inflexion
(para funciones derivables)

cambia el signo de la concavidad de f a la izquierda

. ) . y derechade x =a
f tiene un punto de inflexionen x = a &

y
f es derivableenx =a

f(x) 4
Jx) 4

f(a) f(a)

v

v

Condicion Necesaria de existencia de Punto de Inflexion
(para funciones derivables)

existe f''(a)

y = f"(a)=0
f presentaun Plenx =a

Observaciones:
1) Pero no es suficiente (no siempre se cumple el reciproco). Ejemplo: f(x)=x* en x=0
2) Existen los denominados “puntos de inflexion con tangente vertical” en los cuales la funcién no es
derivable. Ejemplo: f(x)= Ix enx=0
(Tener en cuenta que estos puntos no contradicen a la condicion, ya que esta es valida solo para
funciones derivables en el punto)

Condicion Necesaria y Suficiente de existencia de Punto de Inflexion
(cuando existe f >’(a))

f "cambia de signo a la izquierda y derechade x =a
y & ftiene un punto de inflexion en x = a
f"(a)=0
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ASINTOTA

Se llama asintota de una funcion, a una recta tal que la distancia entre esta y un punto que se aleja
infinitamente sobre la representacion grafica, tiende a cero.

La representacion grafica de una funcidon puede presentar 3 tipos de asintotas: verticales, horizontales y
oblicuas.

Asintota
horizontal

Asintota
oblicua

Asintota
vertical

Teoremas sobre Asintotas
Asintota Vertical
Uno o ambos limites laterales en x =a son infinitos = La recta de ecuacion X = a es asintota vertical
Observacion: Es decir que se cumple alguno de los siguientes casos:
lim_ f(x) =400 lim_f(x)=—o0 lim f(x) =400 lim f(x)=—oo
x—at x—at x—a x—a
Asintota Horizontal
Uno o ambos limites en infinito son finitos (valor b) = La recta de ecuacion y =b es asintota horizontal

Observacion: Es decir que se cumple alguno de los siguientes casos:
lim f(x)=b yl/o lirzl f(x)=>b

X—>+oo
Asintota Oblicua

Puede haber asintota oblicua solo en el caso de que uno o ambos limites en infinito sean infinitos.

Observacion: Es decir que se cumple alguno de los siguientes casos: 1_1)1’_{1 f(x)=00 gm f(x)=0c0
X 00 X —00

Notese que suceda esto es necesario, pero no suficiente para garantizar la presencia de una asintota
oblicua.
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Si la asintota oblicua existe, sea y =mx + n su ecuacion (me R y n€ R).

Primer Teorema (calculo de n)

Larecta de ecuacion y =mx +n es asintotade fen~ < liﬁm (f(x)—mx)=n
X—oo

Demostracion:

por def . de asintota

La recta de ecuacion y=mx +n es asintota de fen oo o lim (f(x)-(mx+n))=0 &
X—>o0

= )}1_r>r010 (f(x)—-mx—n)=0 < )}gl}o (f(x)-mx)-n=0 & )}1_r>r010 (f(x)—mx)=n

Segundo Teorema (calculo de m)

- . : X
La recta de ecuaciéon y=mx + n es asintota de fen coc = lim EAC)) =m
X—>00 X

Demostracion:

Aplicando el Directo del teorema anterior:

La recta de ecuacién y=mx +n es asintota de fenc = lim (f(x)—mx)=n (¥)
X—>00

se resta y suma m — )
A G A (M—m+mj= lim (Mmj: lim (£+mj:0+m=m
X

X—>o0 X X—o0 X—>o0 X X—oo | x

Observacion: El reciproco no es cierto.

Sea y=mx + n la ecuacion de la asintota oblicua.

m=lim L&

X—>o0 X

Resumiendo:

nz)}l_f)l}o (f(x)—mx)
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INTEGRAL

Introduccion

En Matematicas, la integracion es la forma de resolver dos problemas clasicos del Analisis Matematico,
estrechamente relacionados:

e Elcalculo de areas y volimenes de figuras geométricas conocidas.
e La obtencién de la primitiva de una funcion, esto es, aquella cuya derivada es la funcion dada,
realizando la "operacion inversa" a la derivacion.

Los estudios de Barrow, Newton y Leibniz (1700 aprox.), desarrollaron e interconectaron el Célculo
Diferencial (derivadas) con el Célculo Integral, estableciéndose una relacion en la solucién de ambos
problemas mencionados anteriormente.

2%
Ejemplo:  f(x)=2x
El area bajo f (hasta 0x) entre 0 y X es:

bh _ ()2x) _
2 2 X

2

Notese que... | 2x es la derivada de la funcion x

Se denomina:

integracion indefinida a la operacion inversa de la derivacion.
integracion definida a la obtencion del area bajo una curva.

Area por debajo de una curva

Sea f un funcién continua en [a,b] no negativa
(f(x)=0Vxe [a,b]).

Sea S la region sombreada, o sea la region limitada por la
grafica de f, el eje Ox y las rectas x =a y x =b. Al referirnos
al area de dicha region (haciendo un abuso del lenguaje) se
suele hablar del area “por debajo de la curva”.
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Integral de una funcion en un intervalo

Definicion: dada una funcion f continua en [a,b], se llama integral de f entre a y b a un numero que

b
simbolizaremos: I f

a

Este ntimero esta relacionado con el area de la region S de la siguiente manera:

b
e Sifes no negativa en [a,b]: I f = area(S) Ejemplo: J.: 2=10

e Sifes no positiva en [a,b]: f =—area(S) Ejemplo: j: (-2)=-10

QA C— >

b
Observacion: Si f es positiva y negativa en [a,b]: I f# £ area(S) Ejemplo: J'_zzx =0

Otra notacion para la integral

b b
Ademas de la notacion I f también se usa la notacion I f(x)dx (donde “dx” se lee “diferencial x”")

a a

Funcion integral

Definicion: dada f continua en [a,b], se llama funcidon integral asociada a f en el intervalo [a,b] a la
funcion F definida por:

F:[a,b]%R/F(x):jif

Si f es no negativa, entonces la
interpretacion geométrica de la funcion
integral F(x) es que para cada x, el valor de
F(x) es el area “por debajo de la curva hasta
la linea vertical de abscisa x”.

v

Teorema Fundamental del Calculo Integral

H) Sea f continua en [a, b] y F:[a, b]=> R la funcion definida por F(x)= I f

T) F es derivable en [a, b] y F''(x)= f(x) Vxe [a,b]
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Primitivas de una funcion

El TFCI nos garantiza que, dada una funcion f continua en [a,b], existe otra funciéon (F) cuya derivada es f.
Aparece de este modo un “proceso inverso” al de la derivacioén que da lugar a la siguiente...

Definicion: . . ) .
Dada una funcion f continua en [a,b], se dice que una funcién F es una

primitiva de fen [a,b] si y solo si se cumple que F'(x) = f(X) Vxe [a,b]

e Ejercicio: Sea f(x)=x’. Hallar una primitiva de f.

3

F(x)zx? porque F'(x):(xij‘:(lfj‘ 1( ):E(,Z/x): (%)

3 3
x3
Podemos decir entonces que 5y es una primitiva de x’
e ;Sera esa la unica primitiva de f? Sea G(x)=x"+5 (Es una primitiva de f?
Como la derivada de una constante es 0, resulta que G(x) también es una primitiva de x” .
® /Qué se puede concluir?

Que una primitiva cualquiera de f + una constante, también es una primitiva de f-
Asi que si f tiene una primitiva conocida F(x), entonces tiene infinitas primitivas de la forma:
F(x) + k, siendo k un real cualquiera.

e ;Cual sera una primitiva de f(x)=x"? ;Por qué?

5

Fx)="  porque F'<x>=(x—j=(1xﬂ=l( )7(/5%) x'= /()

5 5 5

e ;Podemos generalizar lo que hemos visto a x" ?

(n+-1)

Una primitiva de x" es

n+l
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Regla de Barrow

H) fcontinua en [a, b] y F una primitiva cualquiera de f
T)

[f=F®)-F(a)

Observacion: Para referirse a la diferencia que esté en el lado derecho de la igualdad, se usa generalmente

la notacion [F (x)]z

Ejemplos:
3 3P 3 3
szdx: X :5——2_:125_§:117:39
2 3 5 3 3 3 3 3
j.xza'x:_)i_3 :3_3_(_1)3:2___1:2 l:§
’ 3],73 3 3 3 33 3
) m o472 Y Y
[ae=| 2| (AT _16 256 240
-4 _4__4 4 4 4 4 4

Propiedades de la integral indefinida

j k f(x)dx=k j F(x)dx k real
[(Feo)+g0)dx=[ f(x)dx+ [ g(x)dx
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Propiedades de la integral definida

(se suponen todas las funciones integrables en el intervalo que corresponda)

Linealidad

j‘kf(x)dx = kj)‘ f(x)dx
[[f @)+ g)]dx = f(x)dx+ [ g(x)dx

Aditividad de intervalos

| f(x)dx+j F(x)dx = j f(x)dx

Definiciones

jf(x)dxz 0

[ £y = —f f(x)dx

Monotonia

f(x)20  Vxe[a,b] = [f()dx=0
f(x)=g(x) Vxe [a,b] = j.f(x)dx > j.g(x)dx

a<b =

[ f(ax

< j | ()| dx

Teorema del valor medio

b
f continua en [a,b] = Existe al menos un real ce [a,b]/Jf(x)dx = f(c).(b—a)
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Ejercicios: Calcular las siguientes integrales definidas.

Sugerencia: Utilizar...
» Propiedad de Linealidad de la Integral Definida

» Tabla de Primitivas Elementales (ver Apéndice)
» Regla de Barrow

‘?3 dx j'(—2) dx j x° dx j' (3x7) dx

-1

i(5x+2)dx _f(—x+4)dx _3[(—2)62 +3x—5)dx
0 —4 -3

4 2 7.5

I\/;dx J-Q/;dx I%/;dx

0 -2 4

6 1 3 5

I—dx J-ex dx J-(Lx)dx

1 X -2 1

X

(—5\/;+3x—4)dx j(g—Sex +3ijdx
3

.l;'——'\l
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APENDICE
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LIMITES TIPO
Exponencial a"—1~ulL(a)
(con base genérica a > () siu—0
Exponencial

(con base e)

Logaritmico

Potencial

U
Coseno 1-cos(u) ~ B3

siu—0
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TABLA BASICA DE DERIVADAS

(kD' =k.f'
(frg'=f'+¢g
(flg)'=t'g+fg

'

g g’

Casos Particulares CEE Gener.a 58
(uy v son funciones)
f f' f f'
k 0
X 1
X" nx"' u” nu™'u'
a" L(a).a" a" L(a).a".u'
e e e" u'.e"
v.e" e'.(v+v.u’)
1 1 1 u'
x X u u
1 u'
Jx 2x Ju 2/u
o'
%/; 331)(2 %/; 33u*
1 u'
% ng/xn_—l % DW
log ,x (log ae).l log,u (log ae)'u_'
X u
Lx 1 Lu u'
L|x] X Liyl u
sen x COoS X sen u u'.cosu
CoSs X -sen X cosu -u'.senu
1 u'
tg X cos’x tgu cos’u
1+1g°x u'(1+tg2u)
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FUNCIONES
TABILA COMPLETA DE DERIVADAS
(k.f)! =k.f'
(f+g)=f'+g
(fg)'=f'g+fg'
s
g g’
Regla de la cadena
(7(2(x) =/"(g(x))-g'(x)
Casos Particulares Casos Generg les
(uy v son funciones)
f f' f f'
k 0
X 1
x" nx"! u" nu"u
a* L(a).a" a" L(a).a".u'
e’ e’ e" u'e"
v.e' e".(v’+v.u’)
X X (1+Lx) u u’ (—' v+ v'.L(u))
1 1 1 v
X x2 u u’
1 u'
Jx 2x Ju 2\u
1 u'
3
Ux 3/x? u 3
1 u'
% n@ % nvun_—l
log ,x (log,e)~ log,u (log.e). "
X u
Lx 1 Lu u'
L|x| X Llu] u
sen X coS X sen u u'.cos u
COS X -S€n x cos u - u'.sen u
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1 u'
tg x os’x tgu cos’u
1+tg’x u'(1+tg’u)
1 u'
arcsen X 5 arcsen u 5
1-x 1-u
-1 -u'
arccos x > arccos u >
1-x 1-u
t L t u’
arctg x arctg u
g 1+x’ ® 1+u’
-1 -u'
cotg x 5 cotg u 3
sen”x sen‘u
senx senu
sec X 7 sec u >
€os ‘X cos u
- COSX -cosu
cosec X 7 cosec u >
sen”x senu
arccot 1 arccot -
X u
5 1+x? 5 1+u’
1 u'
arcsec x S arcsec u 5
xvx© -1 uvu® -1
-1 -u'
arccosec x e arccosec u
xvx’ -1 uvu® -1
sh(x) ch(x) sh(u) u'ch(u)
ch(x) sh(x) ch(u) u'sh(u)
1 u'
th(x) ch®(x) th(u) ch’(u)
1-th*(x) u'(1-th*(u))
sg (x) 0 (Vx#0) sg (u) 0 (Vu#0)
x| sg (x) (Vx#0) [u] u’ sg (u) (VYu+#0)
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TABLA DE PRIMITIVAS ELEMENTALES

(no se indica la constante de integracion C)

[ 1dx=x
[ kdx=kx (ke R)
) x2
xdx =—
’ 2
. n+l
x”a’x=n+1 (ne Ry n#-1)

.\/;dx=§\/x_3 (x=0)
.Q/;dx: n \n/xn+l (xZOsinespar;n;tOyni—l)

n+1

‘ldx:L‘x‘ (x;tO)
Y x

[ " dx =

. ax

a’ dx = (a>0ya#l)
. La

.(Lx)dxzx(Lx—l) (x>0)
.(Senx)dx:—cosx

‘(cosx)dxz senx
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ESTUDIO ANALITICO DE UNA FUNCION

1. Dominio

Es el conjunto de valores de x en los cuales la funcion estd definida (existe).

Para determinarlo, buscar los valores de x en los cuales la funcion no esta definida:

N
— D+0
D

» Si hay denominadores: buscar sus raices

» Si hay raices cuadradas, cuartas, ctc: buscar los valores de x en los cuales el signo

del subradical es negativo. \/; ,{‘/; ,etc. u=0

» Si hay logaritmos: buscar los valores de x en los cuales el signo del logaritmando
log,u u>0

es negativo o 0.

2. Ceros

Son los x de los puntos de corte de la grafica de la funcidn con el eje 0x.

Hallarlos resolviendo la ecuacion | f(x)=0

3. Signo

Realizar el estudio del signo de la funcion.

Tener en cuenta que en el signo de la funcion deben estar presentes...
» todos los puntos e intervalos de no existencia hallados en el paso 1.

» todos los ceros hallados en el paso 2.

4. Corte con el eje Oy

Si — evaluar la funcion en x =0 (el corte con el eje Oy es en |y = f(0) )

(, 0 esta en el dominio de la funcién ?

(ver en paso 1) , ., .
No— la grafica de la funcion NO CORTA al eje Oy

5. Limites Laterales

Hallar los limites laterales en:
» los valores de x en los que la funcidn no esta definida (ver Dominio)

» los extremos de los intervalos en los que la funcion esta definida (ver Dominio)

6. Ramas Infinitas y Asintotas

xX—> +o0

1°) Hallar xlir?m SX)| y | im f(x)

2°) Realizar el Estudio de Asintotas Horizontales y Oblicuas (ver esquema en pag. siguiente)
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Estudio de Asintotas Horizontales y Oblicuas

k (un nimero cualquiera) = Hay asintota horizontal de ecuacién

Si lirP f(x)=
oo — Sehalla [m= lim (@j =

xX—too

num. finito#0 —  Se halla

En general se procesan las asintotas en -co y +oo por separado.

y

Il
-

n= lim (f(x)—mx)

x—too

o => No hay asintota (la funcion tiene direccion asintética vertical)

0 = No hay asintota (la funcion tiene direccion asintdtica horizontal)

oo = No hay asintota
(la funcion tiene direccion ]

asintotica de coeficiente m

nam. finito = Hay asintota

oblicua de ecuacion

y=mx+n
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7. Derivada Primera

1°) Derivar la funcién f(x): f'(x)
2°) Hallar el signo de f'(x):

> Estudiar Crecimiento / Decrecimiento

F++4++
Sg(f") o mmmmmmmmm e ... => fes creciente en esa zona /

SE(S") v mmmmmmmmmme- ... => fesdecreciente en esa zona \4

» Estudiar Extremos Relativos (maximos y minimos)

---- 0 +++
sg(f" | => f tiene un minimo en a

+++0 -----
sg(f" | => f tiene un madximo en a

Hallar f(a). El minimo o méximo esté en el punto de coordenadas |(a, f(a))

8. Derivada Segunda

1°) Derivar la funcion f'(x):  f"(x)
2°) Hallar el signo de f"(x)

> Estudiar Concavidad

++++++
S(f") .o = ... => ftiene concavidad positiva en esa zona

Sg(f") ... = ... ~=> ftiene concavidad negativa en esa zona /\

» Estudiar Puntos de Inflexion (puntos en donde cambia el signo de la concavidad)

sg(fM) | o sg(f") | = f tiene un punto de inflexion en a

Hallar f(a). El punto de inflexion esta en el punto de coordenadas |(a, f(a))

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica en ese punto: |y=f'(a)(x—a)+ f(a)




