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VECTORES

Definicidn: Un vector es una matriz linea, es decir que es una matriz de tipo fila o columna.

Usualmente se tiene la nocidén de que un vector es una “flecha” debido a su frecuente uso grafico en
Fisica en el plano y en el espacio. Pero se debe tener en cuenta, analizando la definicion dada, que el
vector es un ente matematico mas general que eso.

Aqui se trabajara con vectores reales, es decir con matrices de tipo linea cuyos elementos son numeros
reales. Esto permitira representarlos mediante coordenadas y dibujarlos como un segmento dirigido
(flecha).

Caracteristicas

Un vector posee 3 caracteristicas:

» Modulo o Norma: la longitud del vector

» Direccién: la recta a la que pertenece el vector

» Sentido (tener en cuenta que la recta posee dos sentidos)
Los vectores pueden situarse en el plano (2 dimensiones), en el espacio (3 dimensiones), hasta infinitas
dimensiones.

En el plano: En el espacio:

Notacion

Una forma de nombrar un vector es escribiendo en forma ordenada las letras que representan a sus
puntos extremos con una flecha encima: AB (vector que comienza en el punto A y termina en B).

Otra forma de nombrarlo es mediante una letra minascula con una flecha encima: v
También, cuando se sobreentiende que se trata de un vector, se puede escribir la letra sin la flecha: v
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Como expresar un vector dados sus puntos extremos

Veamos los vectores en el plano (las mismas propiedades pueden ‘.
ser aplicadas en mas dimensiones). Es asi que podemos escribir
su origen y su extremo como puntos (x, y). La ubicacion de estos
puntos le dara el sentido al vector. Si el origen del vector es, por
ejemplo, A = (1, 1) y el extremo B = (4, 5), el vector serd AB (de
A hasta B).

Es asi que al hacer (4—1,5-1)=(3,4) vemos que la resta de
las componentes horizontales y verticales nos determinan al
vector:

vector = AB =B-A=(4,5)-(1,1)=(4-1,5-1)=(3,4)

3 y 4 son las coordenadas del vector

G and Plano Espacio
eneralizando:
A(x 4, p,) A(x, ¥ ,4,2,4)
B(xp,y5) B(xy,5,25)

V=AB=(Xy =X,V —Y,) V=AB=(xy3—Xx,,Y;— V25— 2,)

Se trabajara con vectores libres. Un vector libre queda caracterizado por su modulo, direccion y sentido.
El vector libre es independiente del lugar en el que se encuentra.

Igualdad de vectores

Dos vectores son iguales cuando

tienen e/ mismo modulo y la misma /
direccion.

Por ejemplo, todos los vectores del / /

dibujo son iguales (representan al

mismo vector, simplemente estan /
ubicados en lugares diferentes). De
aqui en adelante se trabajara con el /

representante canonico de todos
ellos: el que parte del origen (las
coordenadas de su punto extremo
serdn las coordenadas de ese vector).

En términos algebraicos: ., .
Sean u = (u;,u,) y v=_v,v,) (la condicion es similaren 3 y

U=v & u=v, yu,=v mas dimensiones)

Vector nulo

Es el vector cuyo modulo es 0. No tiene direccion ni sentido. Se lo representa con el simbolo o .
Todas sus coordenadas son 0. Por ejemplo: en el plano es (0, 0); en el espacio es (0, 0, 0); etc.
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Modulo de un vector

Veamos un ejemplo: A
\%
Sea el vector v=(5,4) '
Notacion de modulo o norma de v: ||v|| 0 |v| [[vl| A
(Aqui se utilizara la notacion ||v|| )
Observando que el modulo es la longitud de la hipotenusa de |_ . un
- . 5 ‘ -
triangulo rectangulo cuyos catetos son las coordenadas del

vector, aplicamos el teorema de Pitagoras:
2
M =5 +4
V| =+V5" +4” =41 =6.4
Ejercicio: Representar graficamente el vector y comprobar este resultado midiendo.

El modulo de v es la raiz cuadrada positiva de la suma de los cuadrados de las coordenadas del vector.

. — _ 2 2
En general: En el plano: v=(x,)) ||v|| =X +y
En el espacio: v=(x,,2) V| =+ +2°
Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos A y B, d(A,B), es el modulo del A
vector AB (también puede tomarse el vector BA , en lugar de AB). B
Sabemos que, en el plano, AB = (x3—x,,y,—y,) asique,
aplicando lo visto anteriormente en “Mddulo de un vector™... A
A(x,,y,)
En el plano: B(x;,v5)

v

d(A4,B) =5, —x, ) + (v, —,)

Ax,v,,2,)
En el espacio: B(x,,Y;5,25)

d(4,B)=f(xy =%,V +(vy =y, +(z—2,)

Ejemplo: La distancia entre los puntos del plano A(-2, 1) y B(3, 5) es:
d(4,B)=J3-(-2)) +(5-1)* =/41=6.4
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Suma de vectores
Método grafico

Se aplica la regla del paralelogramo: se trasladan
paralelamente los vectores hasta unirlos por el origen y
luego se traza un paralelogramo, del que se obtiene el
resultado de la suma como consecuencia de dibujar la
diagonal del mismo, como se puede ver en el dibujo:

La suma de dos vectores libres es otro vector libre.

Ejemplo: Sumaru=(-1,5) y v=(4, 2)

Método algebraico

Enel plano:  u = (u,,u,) v=,v,) u+v=_~u+v,u,+v,)

En el espacio: u =(u,,u,,u;) v=(v,,v,,v;)  u+v=,+v,u, +v,,u,+v,)

Ejemplo: u=(-1,5) y v=(4,2) u+v=(-144,5+2)=(@3,7)

Propiedades de la Suma:

Conmutativa: u+v=v+u

Asociativa: (u+v)+w=u+(v+w)

Elemento neutro (vector nulo ¢): v+o=c+v=v

Elemento simétrico (vector opuesto -v): v+v'=v+v=0 v'=-v

Observacion: Es facil ver en el dibujo que el mddulo del vector suma no es igual a la suma de los
modulos de los vectores involucrados: || u+v||#||u ||+ v]|

Lo que si es cierto es que: |[u+Vv||<||u]||+]|v|| (propiedad llamada desigualdad triangular)

Vector opuesto

-v: vector opuesto de v. Es el vector que tiene igual direccién y mddulo que v, pero sentido opuesto.

Método grafico /
A%
/

Ejemplo: Trazar el vector (2,5) y su opuesto
Trazar el vector (-3,4) y su opuesto

Método algebraico: Enelplano:  v=(v,v,)  —v=(-v,-v,)

En el espacio: v=(v,,v,,v.) —v=(=v,,—V,,—V,)

Ejemplo: opuesto de v = (2, 5): -v=(-2,-5)
opuestode v=(-3,0,4): -v=(3,0,-4)
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Resta de vectores
Método grafico

Se suma el primer vector con el opuesto del segundo:

Método algebraico
u—v=u+(-v)

Ejemplo: Hallar u — v en forma grafica y en forma algebraica:
u= (_276) V= (275) u-v=u+ (-V) = (_276) + (_27_5) = (_471)

Para efectuar sumas o restas de tres o mds vectores, el proceso es idéntico. Basta con aplicar la
propiedad asociativa.

Producto de un vector por un numero

El resultado de multiplicar un real k por un vector v, expresado analiticamente por kv, es otro vector, el
cual presenta las siguientes caracteristicas :

1.- Tiene la misma direccion que v.

2.- Su sentido coincide con el de v, si k es un numero positivo, y es el opuesto, si k es un nimero
negativo.

3.- El médulo es el producto del modulo de v por el valor absoluto de k (si k es 0, el resultado es el
vector nulo o).

3v
La representacion grafica del producto 2v
de un vector por un niimero entero es v
igual a sumar el vector tantas veces
como indica el nimero (y si este es /
negativo, se dibuja el opuesto). /
-v
-2v

Algebraicamente, tenemos que multiplicar el nimero por cada una de las coordenadas del vector:

Enel plano: v=(v,,v,) kv=(kv,kv,)

En el espacio: v=(v,,v,,v;) kv=(kv, kv, kv,)
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Ejercicio:
a) Representar graficamente los vectores v= (4, -2), 2v, 3v, -1v, -2v
b) Hallarlos algebraicamente.

Propiedades del Producto de un vector por un numero
Conmutativa: kv=vk

Distributiva: k.(u+v)=ku+kyv

Elemento Neutro (1): 1v=v

Elemento Simétrico (-1): —l.v=—v

Elemento Nulo (0): 0.v=0 (0o es el vector nulo)

Propiedad del modulo: || kv||=|k|.||v|| (]|k] es el valor absoluto del nimero k )

Producto escalar de vectores

El producto escalar de dos vectores u y v, cuya notaciéon es u.v o <u,v> (aqui se utilizara la primera),
se obtiene sumando los productos formados por las coordenadas correspondientes de uno y otro vector.

Plano : Espacio :

u=(u,u,) u = (1, Uy, u5)
v=(,,) v=(1,v,,v3)
uv=u.v,+u,.v, Uy =u.v, +u,v, +u,.v,

Obsérvese que el producto escalar es un niumero, no un vector.

Ejemplos: u=(2,6) v=(4,3) uv=(-2)4)+(6)3)=10
u=(1,0,3) v=(5,4,2) wv=(1(5+0)4)+3)2)=1

Propiedades del Producto escalar de vectores:

Conmutativa: u-v=v-u

Distributiva: r- (u+v)=r.u+r.v

Asociativa: (k-u)-v=k-(u-v)=u-(k-v) siendo k escalar (numero real)

Observacion:
Lo siguiente es valido para un vector de cualquier dimension. Para ejemplificar, trabajaremos en 2
dimensiones: v=(v,,v,)

Recordando la férmula de célculo del médulo de un vector, tenemos: || v[[*=v, +v,’

Hallemos el producto escalar de un vector consigo mismo: v.v=v,.v, +v,.v, =v,> +v,’

Entonces:

IvIF=vy El cuadrado del modulo de un vector es igual al
producto escalar de ese vector consigo mismo.
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El producto escalar permite calcular el angulo que hay entre dos vectores:

Angulo entre dos vectores
v
o

|| -

cosax = AH =

Aclaracion:

‘ ﬁ;‘ es el valor absoluto del nimero u.v (producto escalar de los vectores u 'y v)

Se toma el valor absoluto del producto escalar para obtener el menor de los dos dngulos formados por
las direcciones de los vectores.

QDO _ 0] o on o 4re

22 432 f(-1+42 V1I3V1T

Ejemplo:u=(2,3) v=(-1,4) cosa=

Condicion de paralelismo entre dos vectores

En términos geométricos, dos vectores son paralelos cuando tienen igual direccion.
En términos algebraicos, dos vectores son paralelos cuando son proporcionales.

ullv & dke R/ u=kv

Ejemplos:
u=(5,4) y v=(10,-8)

u= _EV = uy v son paralelos

u=(25-350) y V=(_1 ’45 1)
Es imposible hallar un k que cumpla la condiciéon =  uy v no son paralelos

Condicion de perpendicularidad entre dos vectores

Utilizando la férmula del angulo entre dos vectores:

2=90° & cosa=0 Q‘Mﬂ =0 & |u]=0 & ur=0 ulv o  uv=0
el

Ejemplos:

u=(5,-4) v=(2,3) uv=05)2)+(-4)3)=-2#0 = uy v no son perpendiculares

u=(-1,53)v=09,3,-2) uv=>-=D)9+5)3)+(B)(-2)=0 = uy vson perpendiculares

Observacion: Aunque se cumple siempre que el producto escalar de un vector cualquiera por el vector
nulo o da 0, no es cierto que el vector nulo es perpendicular a cualquier vector, ya que no tiene
direccion. La condicién de perpendicularidad planteada solo es vélida para vectores no nulos.
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Ecuacion vectorial de la recta

Una recta queda determinada cuando se conoce un punto y un vector director de la misma.
Vector director es aquel que tiene la misma direccion que la recta.
Sea el siguiente sistema de referencia, también llamado sistema de coordenadas cartesianas:

A

=

v

O

Conocemos el punto A4 y el vector director v. El punto P es un punto cualquiera de la recta.

Utilizando los vectores de posicion de los puntos dados, resulta:
OP = 0 + AP
Ademas existe un nimero real A tal que AP= Ay

Por tanto, OP=0A+ Av

La ecuacion obtenida OP = OA4+ A.v recibe el nombre de ecuacion vectorial de la recta dada.
Se llama vectorial porque la conocemos a través de los vectores de posicion de cada uno de sus puntos.

Si las coordenadas de cada uno de los vectores son:
OP=(x,y); OA=(x,y,) y v=(v,V,)
se obtiene

(x, ) =(xg, 1) + A(v;,v,)

que es la ecuacion vectorial de la recta expresada en coordenadas.
Para cada valor que le demos a A se obtiene un punto de la recta y si le damos todos los valores de los
nameros reales, se obtienen todos los puntos de la recta.

Ecuacion paramétrica de la recta

Se obtiene a partir de la ecuacion vectorial expresando por separado cada variable:

x=x,+ Ay,

Y=y, +Av,

10
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Ecuacion continua de la recta
Se obtiene a partir de las ecuaciones paramétricas eliminando A en el sistema:

x=x,+ Ay,
y=y, +Av,

X=X,

Despejando A en la primera ecuacion: A=
v
1

l:y_yo
V)

Despejando A en la segunda ecuacion:

Igualando los valores de A se obtiene la ecuacién continua: XX _ V=V

Ejemplo:

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto 4A(2, - 1) y tiene como vector director a
v =(1, -4)

X0:2 y0:—1 vlzl v2:—4
(x,y)=(2,-1) + A(1,-4) (ecuacion vectorial)

(ecuacion paramétrica)

x=2+A
y=—-1-44

x=2 y+l

" ) (ecuacion continua)

Ecuacion cartesiana de la recta

Se obtiene a partir de la ecuacion continua operando y simplificando hasta llegar a la forma

Ax+By+C=0

X=Xy V=)V,
Yy V)

Ecuacidn continua:

Si pasamos los denominadores multiplicando: v; (x —X¢) = vi(y — Yo)

Y eliminado paréntesis y ordenando en forma adecuada resulta: VX =V, Y=V, X, +V, ¥, =0
vi=- B vy = A

Elvector v = (- B, A) es un vector director de la recta Ax+ By +C=0

11
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+1 y-5

Ejemplo: Dada la recta de ecuacion , Su ecuacion cartesiana sera:

3x+3=2y-10=>3x-2y+13=0
Ejemplo: En el plano, cierta recta pasa por los puntos P(-3,1) y Q(1,1)

a) Escribir la ec. vectorial, paramétrica y cartesiana de la recta.
b) Determinar cudles de los siguientes puntos pertenecen a la recta: (0,0) (0,1) (1,2) (-2,3)

a)
v =1-(-3)=4
v =1-1=0

Vectorial: (x,y)=(-3,1)+ A(4,0)

Paramétrica: x=-3+4A4
y=1 para todo A

Cartesiana:  y =1

b) Solo (0,1)

Angulo formado por dos rectas

. r
En el caso de rectas dadas en su forma cartesiana,
r:Ax+By+C=0 u
s:Ax+By+C =0 o
el angulo formado por ellas es el de sus vectores directores. \%
S

Utilicemos la conclusion a la que se llegd en “Ecuacion cartesiana de la recta’:

u =(—B, A) es un vector de director de la recta r
v=(-B’, A") es un vector director de la recta s
Entonces, aplicando la formula de célculo del angulo formado por dos vectores, tenemos:

luv| _ |(=B)=B)+A44'| _ |BB+44'|
[ =By + 42 =By +a® B+ 4B+ 47

cosa =

| A"+ B.B’|
VA + B A A2 + B>

cosa =

Ejemplo: Angulo formado por lasrectas 3x -y +5=0 -2x-y+1=0
[B)(=2)+ (D= | 5] S

coso = = = =0.707= o =45°

JOr + (22 + (12 V1045 V1045

12
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Rectas Paralelas y Perpendiculares

Ya sea en el plano o en el espacio, dos rectas son paralelas si tienen la misma direccion. Y esto se
cumple solo si sus vectores directores son proporcionales entre si.

Veremos el caso en que las dos rectas son dadas en su forma cartesiana:
r:Ax+By+C=0
s:Ax+By+C'=0
Utilicemos la conclusion a la que se llegd en “Ecuacion cartesiana de la recta”:
u = (=B, A) es un vector de director de la rectar

v=(-B’, A") es un vector director de la recta s

Son proporcionales si u=kv < (=B,A)=k(-B',A"\=(-kB',kA"\ & B=kB'y A=kA' &

C

Condicion de paralelismo de 2 rectas A' B'

Si los vectores directores son perpendiculares entre si, las rectas también lo seran.
(Como determinamos que dos vectores son perpendiculares entre si?: El producto escalar de ambos debe
dar cero (demostrado en “Condicion de perpendicularidad entre 2 vectores”).

uv=0 & (-B,A).(-B,A)=0 & (-B)(-B")+AA'=0 & BB+ AA'=0

A.A+B.B'=0 | Condicion de perpendicularidad entre 2 rectas

Posicion relativa de dos rectas en el plano

Sean las rectas dadas en su forma cartesiana:
Ax+By+C=0

Ax+By+C'=0

= las rectas son coincidentes
= las rectas son paralelas disjuntas

Si = las rectas son secantes (se cortan en un punto); si ademas 4.4+ B.B"=0, son

’ ¢ ’
A B
perpendiculares

[ Si A’, B’ 0 C’ vale 0, comparar directamente los vectores directores de ambas rectas. |

Ejercicio: Comprueba que las rectas r=x+y—-2=0y s=x—-2y+4=0 son secantes y halla el punto
de interseccion de las mismas.

13
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Ecuacion canonica de la recta

Su forma es la siguiente:

(a#0yb=#0)

Su ventaje es la facilidad para ser representada graficamente (a determina el corte con el eje horizontal y
b el corte con el eje vertical).

Para llegar a ella podemos partir de la ecuacion cartesiana:

Ax+By+C=0
Ax+By=-C
Dividimos por — C: Ax By =€
-C -C -C

Pasamos 4 y B al denominador:

. C/ — C/ =1. Haciendo ~ % =ay ~ % = b, se obtiene la ecuacion canonica.
A B

5 x

/
v

Ejemplo: La ecuacion cartesiana de una recta es 2x +5y —4=0. Expresarla en forma candnica.

2x+5y

2x+5y-4=0 = 2x+5y=4 = T T

4
4

o =
+
NN
N | =
+
S

14
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Ecuacion del plano

Ax+By+Cz+D=0

n=(4,B,C)

Se demuestra que el vector cuyas coordenadas son los coeficientes de las
variables de la ecuacion del plano, es perpendicular al mismo. |

n=(4,B,C) L« .

A n se lo llama vector normal al plano.

Ejemplo: Ecuacion del plano que pasa por P(2, 1, 3) y es perpendicular al vector v =(—1,3,—2)
El plano buscado serd —1x+3y—-2z+D =0

Como pasa por el punto P(2, 1, 3): -1(2)+3(1)-23)+ D=0 = -5+D=0 = D=5
Entonces, la ecuacion del plano serd : —x+3y—2z+5=0

Angulo formado por dos planos

Dos planos, n

T Ax+By+Cz+D=0 n

7 Ax+By+Cz+D'=0
determinan al cortarse cuatro angulos diedros que son iguales dos a dos. ‘
Se llama angulo de los dos planos al mas pequeio de los angulos diedros.

El angulo que forman los planos sera el mismo que el que forman sus vectores normales (ver el dibujo).
Los vectores normales son:

n=(A,B,C)

n/ — (A/’B/, C/)

Aplicando la formula de célculo del 4ngulo de dos vectores:

| _ cosgr— |AA+BB +CC|

REINES V& + B +C A+ B +C”

Ejemplo: Calcula el d&ngulo que forman los planos 7, : 2x—y-3=0;7, : x+y—2z=0

12.1-1.1+0.(=1) | I

20 P4+ V5B IS

coso = = a=75.04°

15
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Angulo formado por una recta y un plano

Es el angulo formado por la recta y la proyeccion de dicha recta sobre el plano.

n=Ax+By+Cz+D=0 K
v=(v,,v,,V,) vector director de la recta r - r
. , | T g
Teniendo en cuenta que o y B son dngulos complementarios o !
(a+ £ =90°), se cumple que: Sen & = COS B ™ / /

7

Ademas: n=(A,B,C)
Aplicando (*) y angulo entre 2 vectores:

n.y Av,+Bv,+Cv
Sel’lO(:COS,B:A = senol = | Av, 2 s |

[l v A+ B+ C2 v v+

Ejemplo: Calcula el angulo que forma la recta de vector director v = (1, 2, -1) con el plano de ecuacioén
x+3y+z-5=0

Vector perpendicular al plano: n=(1, 3, 1)

Vector director de la recta: v=(1,2,-1)

C|L143241(=D)| _[1+6-1] _ 6

sena = = = = a=47.6°
VI+9+1V1+441 V116 66
Distancia entre un punto y un plano
P(x()a y0920)
Punto P (x,,¥,,2,) d

Plano 7 Ax+By+Cz+D =0

| Axy+ By, +Cz,+ D |

d(P.7)= [ 42 2 2
A"+B"+C T

Ejemplo: Calcula la distancia entre el punto P(1, 2, —1) y el plano 2x—y+2z+3=0

d:‘2'1_1'2+2(_1)+3‘:M:lzo.?ﬁ
J2+En 22 o3
Ejemplo: P(1,2,3) plano:x+y-2z-3=0
d:\l.l+l.2—2.3—3|:|—6|_122'45

Jrere2 Voo Voo
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GEOM. ANALITICA-VECTORIAL (BASICO) Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Planos Paralelos y Perpendiculares

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos.

Dos planos son perpendiculares si sus vectores normales son |
perpendiculares.

Posicion relativa de dos planos en el espacio

Sean los planos
Ax+By+Cz+ D=0

Ax+By+Cz+D'=0

Asi que, teniendo en cuenta que un vector normal a un plano es 7 =(4, B,C) y lo visto acerca de las
posiciones relativas de dos vectores, se puede concluir lo siguiente:

. A B C D .
Si —=—=—=— = los planos son coincidentes
A B C D
.4 B C D
Si s =—=—=+— = los planos son paralelos disjuntos
A B C D
.4 B C
Si - * 7 * e = los planos son secantes (se cortan en una recta)
[Si A’,B’,C’ oD’ vale 0, comparar directamente los vectores normales de ambos planos. ]
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GEOM. ANALITICA-VECTORIAL (BASICO) Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

PRACTICO
GEOMETRIA ANALITICA-VECTORIAL

1) Hallar las coordenadas del vector de origen en el punto O(-2, -1) y extremo en el punto A4(3, 3).

Sol: OA=(5, 4)
2) Hallar el vector P—Q , calcular ‘FQ‘ y la distancia entre los puntos P y Q:
a) P ,-1) Q2,5) Sol: PO =(-2,6) \FQ\ =6.32
b) P(2,0,-1) Q-5,1,4) Sol: PO=(-17, 1, 5) \FQ\ =8.66
3) a) Hallar el médulode u=(-1,-1,1) yde v=(2,0,-5) Sol: |u|=1.73  |v|=5.39

b) g,| u+v |= | u |+| v | ? Comprobar la respuesta en forma geométrica y analitica.

4) Observando el rombo de la figura y sin utilizar las coordenadas de los vectores mencionados ,

responder:

AB+BC
AB+ AD
AB+CD
0OA+0D
AB+BC+CD+ DA
5) Dados los vectores a= 5,-3) y b= (—2,6)

a) Sumarlos geométricamente.
b) Sumarlos analiticamente. Sol: (3,3)

¢) Calcular analiticamente 4a-7b Sol: (34, - 54)

6) Considerar los vectoresu = (1,0, 1) y v=(2, 1, 3). Calcular las siguientes combinaciones de
vectores:

utv,u-v,u+2u,2u+v,2(u-2v)
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GEOM. ANALITICA-VECTORIAL (BASICO) Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha
7) Siendo u = (3,-1,-4) v =(-2,4,-3) w=(1,2,-1)

Hallar:
a) 2u—v+3w Sol: (11,0,-8)
b)|u+v+w| Sol: 9.64

Siu=(L,3,-2) y v=(4,-2,4)

Hallar:
a) u.v Sol: -10
b) |u] Sol: 3.74
c) |v| Sol: 6

9) Dados los vectores: u =(2,-3,4) v=(-2,-3,5) w=(1,-7,3)

Calcular:

a) 2u+5v-"Tw Sol: (-13,28,12)
b) [ Sol: 7.68
c¢) El angulo entreu y w Sol: 32.2°

10) Hallar el angulo formado por los vectores:
ayu=(@3,2,—-6) v=(4,-3,1) Sol: 90°
b)w=(4,-2,4) a=(3,-6,-2) Sol: 67.6°

11) Hallar el angulo formado por los vectores u =(-5, 12) y v =(8, -6). Sol: 30.5°

12) Determinar cuales de las siguientes parejas de vectores son paralelos y cudles son
perpendiculares:

u=(2,-1,3) u=(8,1,0) u=(2,0,0) u=(9,-7,2)
v=(1,0,-3) v=(1,0,3) v =(0, 0, 0) v=(27,21,-6)

13) Hallar un vector v que sea perpendicular al vector a = (5, -3)
Dicho vector hallado v, ;es el unico vector del plano que es perpendicular al vector a?

14) a) Hallar el angulo formado por las rectas -x +3y+1=0 2x—-y-4=0 Sol: 45°
b) Las rectas 4x +2y-2=0 -3x+6y+14=0 /son perpendiculares? (no hallar el &ngulo)
c) Lasrectas 6x-3y+6=0 -2x+y-7=0 [son paralelas disjuntas?

15) Encontrar la ecuacion del plano que pasa por el punto (4,-2,8) y cuyo vector normal es n = (3,-6,12)
Sol: 3x -6y +12z-120=0

16) Calcular el angulo que forman los planos 7,: x+3y—z+5=0;7,: 6x+y+2z—-1=0 Sol: 70.8°

17) Sean el plano mw:x—-2y+4z=12 yelpunto P(2, -1, 1). Calcular a qué distancia del plano 7 esta

el punto P. Sol: 0.87
18) Indicar cual es la posicion relativa de los siguientes planos:
a)d4x +2y—-6z+4=0 2x+y-3z-1=0 Sol: paralelos disjuntos
b)x-6y+8z-9=0 S5x+y+z-12=0 Sol: secantes

19



