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Objetivo del texto

El objetivo de este breve texto es ser un nexo entre las muchas
explicaciones elementales de la hipdtesis de Riemann y los Numeros
Primos, con los complejos y elaborados libros escritos por reconocidos
matematicos. Se ha intentado mantener una linea simple entre el
concepto de niimero primo y los desarrollos realizados por Riemann
hasta su conocida Hipdtesis, y la consecuencia de ésta sobre la teoria de
numeros. Para explicaciones mas exhaustivas o desarrollos
contemporaneos, se puede consultar la bibliografia citada al final del
presente texto y a partir de éstas consultar otras que pueden
proporcionar mas claridad sobre el tema.
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Capitulo 1

Introduccion a los Numeros Primos

Desde hace 2500 afios los nimeros primos atraen la atencion de matematicos y aficionados de
todo el mundo, se los califica de misteriosos e indomables ya que no parece existir alguna
regla que determine sus ubicaciones entre los demas niumeros naturales.

Se define un numero primo como aquel nimero natural que es solo divisible por si mismo y
por la unidad, por definicion el nimero 1 no se considera nimero primo.

El concepto de numero primo ya se conocia en la antigua Grecia en la escuela de Pitdgoras
(hace 2500 afos) y un poco después en las obras de Euclides se incluye la demostracion de la
existencia de una cantidad infinita de estos numeros.

Un antiguo y efectivo método para hallar nimeros primos es la criba de Eratdstenes, que
consiste en una tabla de niimeros naturales dispuestos en columnas, primero se tachan todos
los multiplos de 2, luego se tachan todos los multiplos del siguiente nimero no tachado
anteriormente y asi sucesivamente, los numeros que quedan sin tachar son los numeros
primos.

+ 2 3 4 5 & 7 & 8 30
11 42 13 4 46 & 17 38 19 26
2 22 23 24 26 26 2+ 28 29 36
31 32 33 34 36 36 37 38 36 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 56
o+ 52 53 84 55 56 &+ 88 50 66
61 62 63 64 65 66 6/ 68 68 4O
M & 73 4 £ # ~+ £ 79 86
8+ 82 83 84 85 86 8~ 88 £O 8o
91 82 63 84 95 06 97 B8 66100

Tabla 1: Criba de Eratostenes

Para saber si un nimero es primo basta dividirlo por todos los nlimeros naturales menores a la
raiz cuadrada de dicho numero y si no se encuentra ningin divisor entonces el nimero es
primo. Si se encuentra un divisor o si el nimero es par y mayor que 2 se dice que es un
numero compuesto. Los numeros primos son importantes porque son los atomos de las
matematicas, ya que todos los demds niimeros se construyen a partir de ellos en forma de
productos.



144 | 2 600 | 2 1404 | 2
72| 2 300 (2 702 (2
36| 2 150 | 2 351 |3
18 | 2 7513 117 |3
9| 3 25| 5 39| 3
3| 3 8|9 13 (13
1 1 1
144 =2%32 600= 273 5 1404=22313

Figura I: Ejemplo de factorizacion

A medida que avanzamos en la recta numérica los nimeros primos son cada vez mas escasos
y la distancia entre primos consecutivos se va haciendo cada vez mas grande, a estas
distancias que son regiones libres de primos se las denomina lagunas o desiertos.

2 3 5 70 11|13 | 17| 19| 23 | 29| 31 37 41 43
47 |53 | 59|61 67 | 71| 73| 79| 83 | 89 | 97 101 103 107

100 113|127 131|137 |130 |149 151 157 163|167|173 179 181
191193197 199 211|223 227| 229| 233 |239 241 251 257 263
269 |271 277 | 281| 283 293|307 311| 313 317|331 337 347 349
353 350 367 373379 383 389 397 401 409 419|421 431 433

439 443 449 457| 461 463 467 479 487 491|499 503 509 521

523 | 541 547 55?-563-569 571| 577 587|593 599.601.607.613
617161§I631“64i 643h64?.653l559.661l6?3.67fI683-691”701.
709I?19”?2?P?33-?39P?43.?51 ?5?-?61 ?69-??3”?8?‘?9?“809-
811 821 823 827 829 839| 853| 857 859 863 87?2881.883.88?

90?.911 919 929 937|941 947 953| 967 | 971 9??: 983991.99?

Tabla 2: Numeros primos entre el 1 y el 1000.



Capitulo 2

La funcion Zeta y los nimeros primos

Fue Euler en su publicacion de 1794 “Introductio in analysin infinitorum”, quien demostr6 la
relacién entre la funcién zeta y los numeros primos, que mdas tarde se conoceria como
producto de Euler.

Se redefine la funcidn zeta como la funciéon armonica generalizada.

{(s)= Z% (2.1)
n=11

Expandiendo, nos queda la sumatoria infinita

Z(s):1+i+i+i+i+i+i+ ............ (2.2)

2S 3S 4S SS 6S 7S
si se multiplican ambos miembros de (2.2) por l/ 2° nos queda

1 1 1 1 1 1 1

—{(s)=—+—+—+—+ + o, (2.3)

2° 28 4 6 8 100 12°

ahora si se resta (2.3) a (2.2)

1 1 1 1 1 1 1
1-—) () =l+—+—+—+—F+—+—+ ... (2.4)
( 25) () 35 77 98 11F 137

si repetimos el procedimiento de multiplicar ambos miembros de (2.4) por l/ 3°

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—(l-—)(s)=—+—F—F—F——F+——+——+ ... (2.5)
35( ZS) () 398 15° 219 27° 33" 39°

y de igual forma si se resta (2.5) a (2.4)

1 1 1 1 1 1 1 1
I-—)(1-—){(s)=1+—+—+ + + + S S
( 3s)( ZS) (s) 507 110 13 177 19°

Este procedimiento se puede seguir aplicando para los infinitos términos que nos van
quedando y vemos que el término de la derecha se va cribando en los infinitos nimeros
primos.



1

......... (- 13S>(1—m)(l——)(1——)(1——)(1——)5()—1

Finalmente despejando la funcion zeta nos queda

1
1 1
--------- a 17s)(l 13S)( 11s)(l *)(1 *)( *)( *)

Expresandolo en forma compacta, nos queda la relacion entre la funcion zeta y los numeros
primos.

-1
(=[] [1 —pij 2.6)

p

El indice p bajo el simbolo multiplicatoria indica que esta Ultima corre sobre los infinitos

nimeros primos.

Es notable que la funcion zeta expresada como una sumatoria sobre los numeros naturales
pueda ser expresada como un producto sobre los nimeros primos, igualando (2.1) con (2.6)
nos queda

slnf-4)

n=1 p p

Otra forma de expresar la funcion zeta es teniendo en cuenta la serie convergente

Zp _1+_+ 125+ 1?>s+ 143+ 1'5s+"' lksz !
p p” p’ pT p p I-p

que al reemplazarla en (2.6) queda representada como

(=xr™ 2.7)

p k=0

Cabe hacer notar que ya se conocian algunos valores particulares de la funcidén zeta en
términos de series, ya en el afio 1350 Oresme demostré que la serie armoénica { (1) =0 es

divergente, con lo cual se confirma por el producto de Euler que existen infinitos nimeros

primos, y también el mismo Euler en 1737 demostré que la serie ¢ (2) = 77° / 6.



Figura 2: Representacion de la funcidn zeta para valores reales de s.

Pasaron mas de 100 afios hasta que Riemann se interes6 por la funcion zeta, en ese entonces
conocida como funcion zeta de Euler, y tuvo la idea de extender la funcidon zeta a todo el
plano complejo (excepto en el punto singular s = 1) por lo cual obtuvo valores adicionales de
la funcién y por medio de ellos intentd probar el teorema de los niimeros primos en su
manuscrito “Ueber die anzahl der primzahlem unter einer gegebenen Grosse”, (Sobre el
numero de primos menores que una magnitud dada).

En dicho manuscrito Riemann determind que la distribucion de los numeros primos estaba
intimamente relacionada con la distribucion de los ceros no triviales de la funcion zeta, y cuya
localizacion se encuentra en la franja critica comprendida entre 0 < Re(s) <1.

Riemann para avanzar en sus estudios conjetura que la parte no trivial de la funcién zeta es
1/2 , con lo cual los ceros no triviales deberian encontrarse en la linea critica s =1/ 2 +1it,

ya que no era esencial para el proposito de su estudio, Riemann no dio una demostracion de la
misma.

En 1896 Hadamard y de la Valle¢ Poussin probaron independientemente que ningun cero
podia estar sobre la recta Re(s) =1, esta y otras propiedades de los ceros no triviales
demostradas por Riemann prueban que dichos ceros estan dentro de la banda critica.

En 1914 Hardy demuestra que existe un numero infinito de ceros sobre la linea critica con
Re(s) =1/2, sin embargo todavia es posible que exista un namero infinito de ceros no
triviales que se encuentren en algin otro lugar dentro de la banda critica, posiblemente la
mayoria de ellos.

En la figura 3 se pueden apreciar dos ceros triviales sobre €l eje Re(s)y 20 de los ceros no

triviales sobre el eje Im(s); de estos wltimos, 10 tienen parte imaginaria positiva y los otros

10 tienen parte imaginaria negativa, la distribucion de los ceros no triviales en ambos
cuadrantes es simétrica respecto al eje real.
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Figura 3: Representacion de { ().

(o]
1
Ejemplo 1: La funcién {(s) = Z—S es analitica en laregion s : Re(s) >1
n=1
Sea f'(x)definida para x >0 y siendo una funcién que nunca es creciente entonces se tiene

I oz f 2" fods

sumando se llega a
N +
J, Fedrz Y ronz [ oo
n=2

Si f(x) =x “siendo a un entero mayor que 1, al integrar se tiene

(Jaj(wl ji ( j((N:l)“ 2‘}‘1]

tomando limites cuando N — o0,




( j>nzzn_>((a 11)2“}

Y sumando 1 en cada miembro nos queda

1
( J>;n_>[l+(a 1)2“]

Para el caso de @ = 2 se tiene {(2) = T / 6, valor que queda acotado por la formula

anterior entre
226215
para a = 4 que tiene un valor de la funcién zeta { (4) = Vi / 90

4/3= 11* /90 = 25/24

Para el caso de f'(x) = x ™ se tiene

N
(InN-In1)2 > L2 (In(V +1) - 1n2)
n=21
Tomando limite cuando N — 00y sumando 1 a cada miembro

(1+1noo)zilz(1+1noo—1nz)
|

por lo tanto

_~v1l_g
Z(l)—;n

Para Re(s) < —a < —1entonces ‘n_s‘ =n ? <n"" de modo que por la prueba de
Weierstrass { (§) converge uniformemente.

> Z n " diverge

De igual modo a <r <1, la suma Z‘n_s

10



Capitulo 3

La funcion Contadora de Primos y los Numeros Primos

Se define la funcion contadora de primos 77(x) como:

TR - Nx - m(x)=>1

p<x 3.1

El indice p bajo el simbolo sumatoria indica que esta ultima corre sobre los infinitos nimeros
primos. También se puede definir en forma mas compacta.

ﬂ(x)Z#{pr/pr}
En donde el simbolo # significa “todos los niimeros que cumplen con esa condicion” .En

definitiva 77(x) es una funcion que cuenta todos los nimeros primos menores o iguales a un
determinado valor de X .

Ejemplo 2: Aplicando la definicién dada en (3.1) calculamos los valores de la funcion
contadora de primos para algunos numeros enteros.

m(10) =4(p <10:2,3,5,7) (10°) =9592
m(20) =8(p <10:2,3,5,7,11,13,17,19) 7(10°) = 78498
(50) =15 (107) = 664579
71(100) = 25 m(10%) = 5761455
m(10%) =168 (10”) = 50487534
m(10%) =1229 m(10'%) = 455052511

Cabe destacar que a medida que aumentamos el valor de x sobre los nimeros naturales, los
nimeros primos son cada vez mas escasos y estan mas distanciados.

11



a(x)
16 ........

14 LTTY)

12 LTTY]

10 .
b [TTT]
3 [TTT]

4 LTTY)

10 20 30 40 50 &0

Figura 4: Representacion de 77(X) para valores enteros de X

En 1792, Gauss se interes6 en determinar la cantidad de numeros primos que hay en un
intervalo dado, cambiando el enfoque que hasta ese tiempo se tenia de tratar de hallar una
ecuacion que describiera la irregular distribucion de los numeros primos, y de forma
independiente Legendre lleg6 a resultados semejantes a Gauss.

m(x) = J.O Iz Gauss (3.2)

mx)=—-o Legendre (3.3)
ln X

La forma integral es conocida como Integral Logaritmica Li(x), la cual al integrarla por
partes queda:

J' _ 2 e dt x|
0 In¢ lnx ln2 21n?t Inx

Li(x) =

Entonces se establece

J(x) = Li(x)

X
JT(x) = —— Cuando X — ©
nx

12



x 71(x) x/Inx—7m(x) | Li(x) - m(x)
100000000 5761455 -332774 754
1000000000 50847534 -2592592 1701
10000000000 455052511 -20758030 3104
100000000000 4118054813 -169923160 11588
1000000000000 37607912018 -1,416706193 38263
10000000000000 346065536839 -11992858452 108971

Tabla 3: comparacion entre x/Inxy Li(x)

En la Tabla 3 se puede ver claramente que la ecuacion para Li(x) da una mejor aproximacion

a la funcion contadora de primos que x/ In x. En la Figura 5 se puede apreciar que

77(x) queda encerrada entre Li(x) superiormente y por x/In xen la parte inferior.

a(x), Lx),xflnx

xfln x

Li(x)

Figura 5: Grafico de la funciones 77(x), Li(x)y x/Inx.

Fue Chebychev quien demostré la desigualdad 0.92 <

existe el limite cuando x — 00 de la relacion de

71(x)

x/Inx

x/In x
x o x/In x

<1.11 y establecio que si

esta debe ser la unidad, por lo tanto:

13



Y se cumpliria la equivalencia asintotica siguiente 77(x) = x/In x cuando x — 0, esta

conjetura es la que conocemos como el Teorema de los Numeros Primos, sobre la densidad de
estos sobre los nimeros naturales.

Con estos conceptos queda establecida la forma asintética de la distribucion de los nimeros
primos.

MM(x) = ——+O(——)

Inx Inx

Por lo tanto queda un resto a determinar: R(x) = O(x/In x) y fue Riemann quien determina
que la diferencia 77(x) — Li(x) depende de la ubicacién de los ceros no triviales de la
funcion zeta.

Ejemplo 3: Se quiere saber que cantidad de nimeros primos aproximadamente hay en el
intervalo 107 - 10°.

Usando la ecuaciéon 77(x) = x/Inx
m107)=6.20400° , 7(10%) =7.23800"

A= m10") - m10°) = 5.4800°

. , . . 7 6 ., ,
Ejemplo 4: Dado un nimero aleatorio en el intervalo 10" - 10” cuantos nimeros enteros se
deben recorrer hasta encontrar algiin numero primo.

La diferencia entre dos niumeros consecutivos es A77 =1, entonces si tomamos el limite
superior del rango elegido hasta un nimero primo consecutivo tenemos que:

ATT=x,[Inx, —x,/Inx,

Y para valores grandes Inx, = Inx  conlo cual x, = x, —Inx, por lo tanto el intervalo

p
aproximado en que podemos encontrar algiin numero primo es

Ax=x,—x

, =Inx,

Ax =16.118

Es decir si tenemos un primo p el siguiente aparecerd en una distancia aproximadamente de
In p, en nuestro caso dado un numero aleatorio deberemos recorrer aproximadamente 16

nimeros enteros hasta encontrar algin nimero primo. Esta distancia deberd ser interpretada
como una distancia promedio en el intervalo tomado ya que algunos primos se encontraran a
una distancia menor y otros a una distancia mayor.

14



Logaritmo integral

Se define la integral logaritmica como

Li(x) =

IO Int

Como la funcion 1/ Int tiene una singularidad en ¢ =1entonces la integral para x >1 debe

ser interpretada utilizando el valor principal de Cauchy que permite asignar valores a
determinadas integrales impropias que de lo contrario resultarian indefinidas.

e —edt | px o di
Ll@)-lli%(fo nz L@]

operando sobre el primer término

1-¢ dt _rl-e 1-¢
j0 E_Io Llnt (t—l)Jd I (t—l)

_ef 11 €
= s d +[In(r - 1)],

1-¢( 1 1
:j — - dt +Ine
o {Int (£-1)

para el segundo término

X dt (X X

J‘HEE_J.HE(MI (t—l)Jd 1+5(l‘—1)
_ X 1 ]. X
It e

=jx LU ma-1n-me
el Ing (¢-1)

Al sumar ambos términos nos queda

Li(x) =In(x-1)+ jo Lﬁ —(t—il)]dt

15



1
Se tiene que la relacion — no es tan problematica ya que cuando £ esta proximo a

Int (t—1)

1, su valor es el mismo que cuando S esta proximo a cero de la funcion.

1 _l:s—ln(l+s):s—(s—s2/2+s3/3—s4/4+...)
Inl+s) s  sln(1+s) s(s—s2/2+s3/3—s4/4+...)

_12-5/3+5° /4.
1-s/2+s2/3-...

por lo que
: ) |
lim Li(x) =1n(0) +E = -0
X —>1+

Aplicando la regla de L hospital

In(x) —1/In?(x) _
lim 210X _ 1im[ ]hm In()=1_,
x-0 Li(x) x-0 1/Inx x-0 Inx

de la cual se deduce
Li(x) = x/Inx cuando x — .

También se suele dar una forma desplazada de la integral logaritmica para evitar la
singularidad en el dominio de integracion.

Li(x) = jzli_tt = Li(x) - Li(2)

Como para x > 1 la funcion Li(x) tiene derivadas positivas y es creciente, entonces recorre

todos los valores enteros cuando x > 1, solo se anula una vez en ese intervalo y ocurre
cuando x = 1/ =1.45136923488338...... este numero es mas conocido como la constante
de Ramanujan — Soldner, de modo que la expresion alternativa para el logaritmo integral es

dr
Int

Li(x) = jﬂ

16



y como resulta mas comodo integrar desde 2 .

x dt
Lix)=u+| —
(x)=u 2 s

La expansion asintética de Li(x) cuando x — 00 es

Li(x) =O(x/Inx) lanotaciéon de Landau O representa la cota superior asintotica

La expansion asintdtica completa es

= k! > xk!
Li(x)=x/Inx =
0= géanx)" = (nx)*™!
escrito de otra forma
Li(x):“_ 1 + 2 + 6 + 12 L

x/Inx Inx (Inx)* (Inx) (nx)*



Capitulo 4

La funcion Contadora de Primos y la funcion Zeta

Riemann encontré la forma de relacionar la funcion contadora de primos con la funcién zeta y
parte de la siguiente forma integral

R

4.1
x(x* —1) @1

Que al descomponer la funcion 77(x) conceptualmente en funcion de los nimeros primos y
operar algebraicamente da:

77(X) P _ppm X1 In(x =) _ o
J‘z T _lzllj'pl x(x —iZ:;zJ‘p[ (x )dx Zl{ - lnxl'

1

:il|:ln(pls;-l_ ) —In ( l+1) (pl)+1 ( ):|
i=1

In(p; —1 In(p; —1
- {—““’; - n(py) -2 +1n(p1)}

+{w_ln<pg)_m+ln(pz>} ......
) S

~In(p; -1
=| THEED np,) -

M—..}+[lnpl +lnp, +..]
S

S S S S

_| =In(p; -1 _In(p3 -1) _m}{slnpl , slnp, +}

| ZinCp =D _In(po =) _ |l
S S S 2

S S S S

_[_In(pi =1 _Inp? _..'}_{ln(pé -1) _Inp} _“1_

18
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quedando la relacion entre la funcién contadora de primos y la funcion zeta como

mx) . _ 1 -
L o _l)dx— S;ma ™)

al sacar logaritmo a la funcion zeta expresada en forma de productos infinitos queda
expresada en forma de sumatoria sobre todos los nimeros primos, es decir:

(9=[10-" = hi©=-Yhi-p~)
p ‘p p

Ind(s)= 1n(|—| (1 —Ls)‘l) = —Zln(l —LS)
» p p p

relacionando términos

L 1x) — 20 e=1nd(s)

x(x* =1)

finalmente

|
J.z ﬂ(x) X = n¢(s) Re(s)>1 (4.2)

x(x* = 1) s

De esta manera el teorema de los nimeros primos puede obtenerse invirtiendo esta relacion
para obtener 77(x)como una integral sobre In{(s)/s. Como esta integral es dificil de

obtener, Riemann se bas6 en otra funcion que cuenta la potencia de los nimeros primos, y es
por medio de esta Gltima que pudo invertir dicha relacion y obtener la expresion para 77(x) .

A esta misma relacion podemos llegar utilizando la formula de sumacion de Abel, que es una
version discreta de la integracion por partes, y nos va a proporcionar una vision mas integral
de la funciéon {(s)en el semiplano Re(s) >1.

Sea a: N - Cy f(t)una funcién con derivadas continuas y definidas en el intervalo

[a,b] , entonces definiendo A(t) = Z a(n) tendremos que:

a<n<t

19



> a(n)f (n) = A f ()= [ A@) £ ()

a<n<t

Aplicado para nuestro caso particular
— —J)1

a(n) = (n) = mi(n =1) ={ §

Si n es primo entonces a(7) =1y si » es no primo entonces a(n) =0.

Haciendo @ =m y f(x) = x "’ nos queda

A(x)= Y, a(n) = m(x) - 7i(m)

m<nsx

2 a(n) = (7a(x) = i(m) ) x™ j;(n(t)—n(m))(ﬂ)'dt

m<ns<x

- x g _
= m(x)x " +5 j ) dt = mmym™

m
Poniendo m =1 y tomando limites cuando X — © se tiene

J' ) o,

s+1

Como nos interesa relacionar el resultado anterior con la funcion zeta debemos convertir la
suma de potencias en una suma de logaritmos para ello utilizamos el cambio de variable
§ = nzy multiplicamos ambos miembros por una sumatoria en 7.

zz zgﬁw

n= ln

Yyl Jzﬁht

p n= ln‘p
_ L n(t)t‘Z
Zp:( In(1 j L -

In U(l— L - _l)dt

20



-1

Y como {(z) = |_| (l —LZJ nos queda

p
p

Ind(z) =

——dt expresion valida para Re(s) >1

L H(t* —1)

De manera semejante se pueden relacionar otras funciones aritméticas con la funcion { ().

21



Capitulo 5

La funcion contadora de primos de Riemann

Relacion entre J(x) y 71(x)

Para poder obtener 77(x) como una integral sobre In{'(s)/s, Riemann defini6 una funcion

aritmética que cuenta los nimeros primos y sus potencias menores que un cierto valor dado,
entonces esta funcion J(x) puede expresarse en términos de 77(x) de la siguiente manera.

n=l p"<x
COPFDNW
n=1 p"<x n=1 p<xV”
J(x)= [ o b SR U o B IV oF P
) sz ) pZn Z;np/ ;nn(x )
J(x)= nq;ﬂ(x”) 5

La funcion 77(x) puede expresarse en términos de J(x) utilizando la inversion de Mébius.
_ - n
g(n) —;f(d) £ —;g(dw( o
n n

En donde g(n)y f(n)son funciones aritméticas y las sumas se extienden para todos los
divisores positivos de 7.

Por lo cual queda

(5.2)

= 1
LOEDICNED
n=1

22



La funcion f/(7)de Mobius es una funcién multiplicativa y esté definida para todos los

numeros naturales n y toma valores {—1, 0, 1} , dependiendo de la factorizacion de 7 en sus

factores primos y se define como sigue:

e L(n) =1 si nes libre de cuadrados y tiene un niimero par de factores primos distintos

* W(n) =—1 si nes libre de cuadrados y tiene un namero impar de factores primos
distintos

e (n) =0 si nes divisible por algiin cuadrado

Solo cuando # es un nimero primo la funcion de Mébius da el valor de -1.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P, - 2 3 2° 5 2x3 7 2° 3° 2x5
umn) | 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1

] & L] L] LR L L] 4% LN L]

—1- L I N L LS * LR L LR L

Figura 6: los 50 primeros valores de la funcion f(x).

Ejemplo 5: Determinar el valor numérico de J(x) para x =100.

De la definicion de J(x) en funcién de 77(x), ecuacion (5.1) y teniendo en cuenta que
71(100) =25, ya que existen 25 niimeros primos antes que 100 (ver Tabla 2).

o0 1
J)= YA = 00+ AN A ) 4 ) ¢
n=1
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J(100) = 7(100) +— 77(10)+ 77(464)+ 77(3 16) +— 77(251)+ 77(215)+ 77(1 93)

7100y =25+1a+io+ o L Ly 1o o5 533
237475 6 7

Ejemplo 6: Determinar el valor numérico de 77(x) en funcion de J(x)para x =100.

00 1

ﬂ.(x) :Zﬂ(n)'](xn) :ﬂ(l)J(X)"' /’[(2) J(x1/2)+ /’[(3)J(x1/3)+/'1(4)J(x1/4)+
e~ n 2 3 4

De la figura 6 se pueden extraer valores de la funcion f(x).

77(100) = J (100) —%J(IO) —%J(4.64) —éJ(Z.Sl) +éJ(2.15) —%J(l.%)

_ _1 R IPNUIE SOSNH DOSNIE S oS
7(100) = 28333 - (5.33) =2 (3) =) +—(2) =/ (0) = 24,87

Relacion entre J(x) y {(s)

Partiendo de la definicion de la funcion zeta y su forma logaritmica.

— =s\—1 - -
{()=[10-r7) =  Ind(s)=-D In(1-p™)
P p
y de la forma integral para un nimero primo elevado a una cierta potencia
ph = s'[ x5 Vdx
pk

Se tiene que:

SRS YEEDWITESHY

1]

lJ‘ x5 dx
kJdp*
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1nZ(s)=silZJ‘°1x_s_ldx—si ZJ x5 Vdx
kzlk P k: parkg 2t

p

Si consideramos a J(x) uniforme y continua se cumple la siguiente propiedad en el cual
ambos lados de la funcién convergen al mismo limite.

J(x)—— Z Z ——[11mJ(x+£)+11mJ(x g)}

pr<xl

de esta manera se puede considerar la relacion entre ¢ (s)y J(x) de la siguiente manera

Ind(s)= SI: Jx "

Despejando finalmente nos queda

B = [ ™ e 53

Quedando la funcion J(x) como una integral sobre In{(s)/s. Riemann invirti6 esta
relacion y obtuvo la expresion para 77(x) la cual depende de la distribucion de los ceros no

triviales de la funcién zeta.
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Capitulo 6

Formas integrales de la funcion Zeta

Si se utiliza la funcion gamma de Euler sobre la funcion zeta expresada en forma de sumatoria
se puede expresar esta en forma de una integral que es mas facil de manejar.

Z(S):i% s>1
n=11

La funcién gamma de Euler [ (s) es una funcién meromorfa en C cuyas propiedades
pueden extenderse a todo el plano complejo por continuacion analitica (exceptuando los
puntos singulares), posee polos simplesen s =0,-1,-2,-3,—4,......... y de residuo

Res(r(s),—n) = (_1')11 :
n!

M(s) = j: e\t Re(s) >0 ©.1)

[is)

Al

Figura 7: Funcion gamma de Euler.

multiplicando ambas funciones
Z(s)(s) = ii | Yoy
= i
n=l

reordenando términos
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(N (s)= Zj Zj e

ahora debemos hacer un cambio de variable

u=t =  au=%" = w=niu
n

n

reemplazando

(@)=Y f, e p =[S ey du
n=l n=1

teniendo en cuenta la serie geométrica convergente

1——Zx = x=e¥ — ﬁ:ie_””
n=0 € n=0

Como el indice de la sumatoria empieza desde 0 debemos expresarla en funcion de que
comience desde 1.

n=1 n=0 n=0 1-e -1

reemplazando nos queda

-1

du

la suma dentro de la integral es posible por el hecho de que e " ,us‘l converge
absolutamente como suma en 7'y también como integral en /.

s—1

La integral converge cuando Re(s) > 1ya que cuando

esta acotada por ‘ /,IRe(S)_Z‘

el —

Re(s)—l‘ o "

M es proxima a cero y por ‘ U cuando U/ es grande.

Despejando términos finalmente nos queda la funcidn zeta expresada en forma de una integral
impropia.

s—1

o U

{(s)= —au 6.2)

(s )I

27



La siguiente serie puede expresarse como

H =iBn’u—n si |y < 2m

En donde cada coeficiente B, , de la serie de Taylor es el enésimo numero de Bernoulli.

2 4

1 H H
=l-—uy+B,—-B,—+......
Z,U 15 2

-1
Algunos valores de los numeros de Bernoulli
B,=1,B,=-12 ,B,=1/6 , B,=0 , B,=-1/30 , B,=0, B, =1/42

B, =0, B,=-1/30 , B,=0, B, =5/66 ., B, =0, B, =—691/2730

Euler ya habia encontrado algunos valores particulares de la funcion zeta en funcion de los
nimeros de Bernoulli.

Otra forma integral dada por Riemann parte de la siguiente expresion

(—X)S_l
'[—ex o dx

Si se deforman los limites de integracion entre +00y +00 | que puede expresarse como un
recorrido de +00 moviéndose hacia la izquierda por debajo del semieje positivo de las
X, rodea el origen una vez en la direccion positiva y volviendo al eje positivo de las X va

hacia +00 . El termino 277 es el promedio del valor de (=x)(e* —1) ' en el circulo de

‘x‘ =0 (porque id@ = dx / x), por lo tanto el termino medio tiende a cero cuando

O — Osiempre que s > 1porque (—x)(e* — 1)_1 es no singular alrededor de x =0.

™
I

Figura 8: Recorrido de integracion de ¢ ()
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Reemplazando los limites de integracién tenemos:

[

o & —1 x (6.3)

Descomponiendo la trayectoria y teniendo en cuenta las propiedades antes mencionadas

I+°° (—X)s@:r (—X)SﬁJrr’ (—X)S@Jrj‘”’ (=x) dx
|

to0o e =1 x Jiwe' =1 x Jg=se'-1x Jo e -1x

I+°° (0 dy | o (%) dx, j*” (<x)° dx

+00 ex—l X 0-0 +ooex—1 X 0 ex—l X

+o e =1 x Joe'=1x Joe"-1x
Ahora si se opera convenientemente el signo negativo en (—x).
s—1 o _s—1

J ()l @2(—1)s al dx:eimj' X dx
0 e —1x 0 e —1 0 e -1

0/_\ o _5—1 ) S |
j LG dxz—e"”SI X dx
we' =1 x 0e -1 0 e —1

Reemplazando los términos

+o0o /S . 00 s—1 . 00 s—1
I ( 'x) @:elﬂ's"A X dx_e—lﬂs‘[ X dx

+0 e =1 x 0 e -1 0 e -1

+00 K o _s—1
(=x)" dx _ iz -in .[ x
—=(e’" —e dx
Loo e’ -1 x ) 0 e —1 64)

_ 1 o xs—l
=T J —

1 P xS 1
Teniendo en cuenta que {(s) = dx
we = ol o

Y el término fuera de la integral puede expresarse en la forma trigonométrica dada por Euler.
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(€™ — &™) = (cos(715) + isen(71s)) — (cos(7Ts) — isen(7Ts)) = 2isen(7Ts)

Al reemplazar en (6.4) nos queda

I ) dx 2isen(71s){ () (s) (6.5)

+00 ex—l X

Usando la formula de reflexion de Euler para la funcion gamma se tiene:

F(1-5)r(s) :sen—l(-[ﬂs) —  sen(7I5)I (s) :r(l—:) (6.6)

Reemplazando (6.6) en (6.5) y despejando el valor de { (s)se tiene que

F(1-s) [(*(-x)° dx

271

{(s)=

6.7)
+o " —1 X

Esta ultima integral nos da el valor de la funcién ¢ () para todos los niimeros complejos s y

muestra que esta funcién es finita para valores finitos de s con la excepcion de 1 y también
que es 0 si § es igual a enteros negativos.

Si la parte real de § es negativa entonces a pesar de ser tomada en un sentido positivo
alrededor del dominio especificado, esta integral también puede ser tomada en un sentido
negativo alrededor de igual dominio conteniendo todos los complejos restantes.

Ejemplo 7: La funcion zeta sirve para regularizar series que en principio parecieran
divergentes, un caso curioso es el de la serie para § = 0.

ZO) =3 =11+ 14141141+ 1+ 14+ 1+ =-
n=1"1

Para poder resolver esta integral por medio del teorema de los residuos debemos considerar el
desarrollo en series de Taylor y cambiar a variable compleja.

TA=s5) ¢+ (=x)’ dx _T(A=5)¢ (-2)° dz
() =—— | s §LE

to ot —1 x e -1z

Sustituyendo por § = 0y teniendo en cuenta que [ (1) =1

z _ 1+°°an"

=l-—=z
e’ —1 2 = on!
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_r@ dz _
(=207 {2M{2Res(f(z) k)}}
1 1 & Bz \dz _ 1 1 1, &B""
=P |l--z+ S 7= | = dz
2midel 27 L) )22 2mYe 22 2z 4 (n)z
00 n—1
=— ! 270 lim dz( 3 13j (zlj+zZB”’Z 2—1
271 z-0| dz z z o (n)lz 2

Es interesante destacar que la suma infinita de nimeros 1 converge o se le puede asignar un
nimero negativo.

Ejemplo 8: Otro caso particular es para la series = —1

Z(_1):ZL—1:Z:”:1"'2"'3"'4"'5"‘6'|‘7+8+ ......... :_E
n=11 n=1

6s) r(1 s)j w0 (=x)" dx r(1—s)85 (-2)' dz

to ot —1 x ce® -1 z

Reemplazando para § = —1y recordando que I'(2) =1

Z(—1)=r(2) Lw (-0 dx _ (=D Cﬁc

270 er -1 x 270

e’ —lz

00 n—2
:_L z d_iz_i %_ 12+ B, +ZBnZ s
2Mmi‘ce’ -1z 2mi e\ 27 2z° 2Nz 5 (n)lz

2 00 n-=2
:—L 270 lim d_z(z3i3j—li(zzizj+ ZB2 +ZZBL :—&
271 z-0| dz z 2dz z 2Q)!z 5 @)z 2

y como B, = 1/6
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1
{(=D= T

la sumatoria de todos los nimeros naturales converge a un nimero negativo

De manera similar se pueden determinar valores para otras series como por ejemplo:

0=0

(2t oo (=) dx _ (2n)!
27 ]

{(=2n) =

to oF -1 x 27T

La serie { (—2n) corresponde a los ceros triviales de la funcion zeta

r(2n)! roo (—x) ™" dx _ (2n=1)!(-1)"27B, _ (-1)"B,

1-2n)=
<( ) 21 e ef =1 X 271 (2n)! (2n)!

Forma debida a Chebychev

En 1850 Chebychev publico el primer estudio de la funciéon contadora de primos por métodos
analiticos. El comenzo por tomar el logaritmo del producto de Euler obteniendo

= In(1=p™*) +1n(s =1) = In(¢ (s)(s = 1))
P
de este punto partio para obtener la forma integral siguiente

-1 - 1 — 1 ” 1 _l x_s-1
<()-1 s—1 F(S).[o (ex—l x)ex dx

A esta misma ecuacidon podemos llegar partiendo de la definicion de la funcion zeta en forma
de sumatoria

_y L =% L
(@W=2-5 = Lo Z;n

Multiplicando por la funcion gamma y teniendo en cuenta que la sumatoria no incluye el
nimero 1 ya que se le resta la misma cantidad a la funcién zeta.

re¢®-n=Y [ - ij:e‘%%)“%
n=2 n=2

dt

t
haciendo cambio de variables: x =— = dx =—
n n
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=
ie—nx — 1 — ie—nx — e—2x§:e_nx — e_zx
— - - - l—e*

n=0 n=2 =0

o0 e—2x o X
M) (s)-1) = j € = j e

0 l1—e * 0 ex—l
sC(s)=T(s+1) = (-DF(s-D=l(s) = T(s-1= (r(si)

5 —
y sumando [ (s —1) en ambos miembros
F@E(s) =1~k = [* g —r(s-1)
(s=1) Jo e -1
00 o xs—l
r(S—l) :'[ e—XxS—de:'[ e X dy
0 0 X

L _ (e’ @ _ x

rE @1 = [ e [T
s—1 0 ex -1 0 X
quedando
1 I *, 1 1 _1
s)y—1- = — e " dx
¢(s) =1 T o(ex—l x)

De esta ultima expresion dedujo que (s —1){’(s) tiene limite 1y también tiene derivadas

finitas de algin orden, a medida que § — ldesde la derecha. Chebychev observo que las
derivadas de determinado orden pueden ser escritas como una fraccion en el cual el

(6.8)

numerador es un polinomio de las derivadas de (s —1){’(s)y el denominador es una potencia

entera de dicha derivada, desde la cual el demostr6 que el lado derecho de (6.8) tiene

derivadas finitas de algin orden cuando s — 0 desde la derecha , por ello es posible que hay

una formula asintotica para 77(x) por medio de una suma finita E a,x/(In x)k hasta un

orden O(x / (Inx)") entonces a; = (k —1)!para k =1,2,......... n—1.
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Esta es precisamente la expansion asintotica de la funcion Li(x), la cual reinvidicaba la
intuicion de Gauss, y cuando x — O tenemos que Li(x) = O(x/In x).La expansion

asintotica completa para Li(x)es:

Li(x) = x/lnxz K

- xk!
k
— (Inx)

(ln x)k+l

00
k=0




Capitulo 7

La ecuacion funcional

En funcién de las formas integrales, Riemann deduce la ecuacion funcional de la cual extrae
todas las propiedades de la funcion zeta para todo el plano complejo, partiendo de la
definicion de la funcidon gamma.

[(s)= J e 't dt Valida para Re(s) >0
0

La cual bajo el cambio de variable ¢ = n’7rx, dt = n*71dx toma la forma

I_(S)=I e‘ff‘ldtzf 1 (2 1) ™
0

M(s)= ﬂ‘vnzsj‘ e xS gy
0

reagrupando términos

r(sz) =j e—nzﬂxxs—ldx
n~  Jo

si se hace la sustitucion § — 5 y despejando términos

I_( )
sn.s/2

- 2-1
'[ enﬂxxs/ dx
0

sumando sobre ambos miembros sobre el indice n .

i( )ns/z OO(J' —n’ x5/ 2 )

I_( )
]Ty/z ('[ —n’1Ix s/2 ldx)

obtenemos la forma integral que es completamente convergente para la region Re(s) > 0.

( )
m?

{(s)

{(s)

_'[ xs/z_l(ze_”Zﬂx)dx Re(s) >0 (7.1)
0 n=l1
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Para resolver la sumatoria se utiliza la funcion Theta de Jacobi y sus propiedades

J(x) = Ze_"zﬂx (7.2)
n=l

la cual tiene la siguiente propiedad de transformacion

por lo tanto
-n*T

R el 1 1
219(x)+1—ﬁ;e = 219(x)+1—$|:219(;)+1:|

_1

1
79()+\/_ 5

I(x) = \/_

reemplazando (7.2) en (7.1) tenemos

Il 2Z(S)I_(%) = J: x2719(x)dx

~5/2 Sy = : s/2-1 ® s/2-1
T (S)I_(Z) J-Ox zS‘()C)a’x+J‘1 X7 (x)dx

_ 0( 2 3/219( )+ 51232 _ 2xs/2_1)dx+'[l /78 (o)

1

JO S —

1 b 2320, 1 ® 52
= J‘ (x J(—))dx +I xS (x)dx
s(s—=1)Jdo X 1

haciendo un cambio de variable y =— = dx =-— yzdy por lo tanto los nuevos
X

limites seran, y =00 cuando x =0 , y =1 cuando x =1.
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j( /2~ 3/%9( )dx = j YOI 9y =y ) dy = jlwy“s/z‘””z?(y)dy

.o Lis-
e - (x(‘s/z"l/z)ﬂ(x)dx+x2( U 9(x))dx

(s D J

7R () =t [ [ xR oar o)

2 (s D J

se puede apreciar que el segundo miembro permanece invariante bajo la sustitucion
s — (1—s)entonces el primer miembro también debe permanecer invariante bajo dicha

sustitucion

—s/2r( ) (s) = ate s)/2r( )Z(l s) (7.3)

esta ultima forma se la suele representar de la forma
Kk(s) =117 (s/2)

K($)§(s) =k(1=5){(1-s)
y se define la funcidn zeta modificada como
E(s)y=€(-y9)

por lo que se aprecia el cambio invariante bajo la sustitucion s — (1—5), que es la

continuacion meromorfa de £(s)para todo el plano complejo y satisface dicha ecuacion para

sUC.

Se puede llegar a otra forma de la ecuacion funcional teniendo en cuenta la siguiente
propiedad de la funcion gamma

S ® -
ra-=) :'[ e't2dy
2 0
al multiplicar esta ultima en ambos miembros de la ecuacion (7.3) nos queda

PN -)¢ ()= e SIr=2)¢(1=5) (7.4

ahora debemos tener en cuenta la propledad de reflexion de la funcion gamma dada por Euler.
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rra-2=—"—

S
sen( 71—
2)

T

F(1-s5)l(s)= o)

!

y la propiedad de duplicacion
r(s) (s +%) =2 2s) - I'(I%S)I'(l —%) =25Jn (1-5)
que al sustituirlas en (7.4) nos da

]T—S/2+l Z(S)S =9 ﬂ—l/2+s/2+l/2r(1 _S)Z(l _ S)
sen(ﬂg)

Finalmente despejando términos

{(5)=2 7 sen(CHMA=5) (=) $<0 (1)

claramente se pueden ver los ceros triviales para los enteros negativos pares
s=-2,-4,-6,-8,...... dados por la funcion seno.

Ejemplo 9: para s = —1.

Z(—l)=Z%=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+ .........
n=l1

Z(-1=2" n‘l‘lsen<—’§>r(l —(-)ZA-(-1))=2" n‘zsen(—’g)r(zmz)

Euler demostro que {(2) = % y los demas valores son [(2) =1 , Sen(—g) =-1

T 1

(D=2 (D)=

El resultado concuerda con el Ejemplo 8.
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Capitulo 8

La funcion Xis

En su ensayo Riemann introduce la funcion de variable compleja t, conocida como funcion
Xis y definida por

&(s) =%s(s—1)n‘s/2r<§)z<s) &)

y de las ecuaciones dadas en el capitulo anterior se deduce

_s(s=1 1 @ s/2- —(1/2+s
&(s) = . L(s—l)+-[1 [(x( /27D 4 =02 /2))]ﬁ(x)dx}

_ 1 s(s=1) por, (s2-1) L ~(1/2+5/2)
=t [ [(x +x )]ﬂ(x)dx

y reemplazando s =1/2 + it

L5274 ~(/2+s/2) = 34 (xit/Z +x—it/2) = 4 (eit/21nx + e—it/21nx)

= x_3/42cos(t/21n x)

SRR
2 2 4

reemplazando nos queda la expresion dada por Riemann

&) = % - (;2 + ijj}m z9(x)x_3/ 434 cos(/21nx)dx (8.2)

Otra forma de esta ecuacion y que le dio buenas conclusiones parte de

£(s) = % N S(Sz_ 1) L°°|:(x(s/2—l) + x—(l/2+s/2)):|ﬁ( X)dx

Integrando por partes

U =3(x) du =3 (x)dx
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xs/2 x(l—s)/2

dv = (x(s/z_l) + x_(1/2+s/2))dx y =

s/2 (1-s)/2
1 s(s=1 xs/z x(179)/2 ? s(s 1) S/Z
a)- #2 {(){ Ry | ———["s

L9/
s/2 (1 s)/z}

(=92

_1, S(S 1) X2 2] S(S 1) S/Z
2" L dx{ L/z +(1—s)/2_ - f s/2

La funcidn theta para x = o es cero por lo tanto

_1, sG=D g2, 2 ]_s(s—D) NELINIERT
=24 ﬁ(l)[s+l_s} [s {/2 ¥

:%+19(1) @) (1= )x +x 2 Jaix

Sacando factor comun x3/ 2
1 @, Y I
=S+ + L S (x)x"? [(l — VAT 4 /) l}dx
Integrando por partes de igual forma

= % +9()+ [ %{ 9 (x)x V2] —2x(7V2 = 072 ]}dx

—jmi :ﬁ'(x)x3/2 ] [—ZX(S_D/Z —2x7D/2 ] dx

_+z9(1) SM[-2-2]+ j [ﬁ(x)x”][ (s_l)/22x_s/2]dx

(1 5)/2

teniendo en cuenta las propiedades de la funcion Theta dada por el método de sumacion de

Poisson.

29(x)+1= %[219(1/@ +1] =3 % +9(1)+49(1) =0
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Operando sobre el término
L7D/2 4 82 :x—1/4x1/4(x(s/2)—(1/2) +x—s/2) - x—1/4(xs/2—1/4 +x—s/2+1/4)
- x—1/4(x1/2(3—(1/2)) +x—1/2(s—(1/2)))

multiplicando y dividiendo por dos y poniendo los términos en forma exponencial

1/2(s=(1/2))Inx + e—l/2(s—(l/2)) lnx)
2

— V4 (e

e e
este Glltimo termino toma la forma del coseno hiperbolico cosh(x) = T por lo tanto

=2x""*cosh (l (s— l) In x]
2 2

reemplazando términos tenemos
é(s) = 4J.wi[x3/2z9'(x)]x_l/4 cosh(l(s - l)ln xj dx
I dx 2 2

Si el coseno hiperbdlico es expandido en forma de una serie de Taylor se tiene

2n

o~ X
cosh(x) = HZ:(:) 2!

por lo tanto

1 I o [;(S - ;) lnxTn
cosh(a(s —E)lnx] = Z

=0 (2n)!

Reagrupando términos en funcion de x tenemos

o, =4 L2 0 <1/2n;>

Con lo cual queda expresada la funcion Xis en forma de serie

00 2n
$(s) = ZaZn (S _%j (8.3)
n=0
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Para llegar a la forma que dio Riemann debemos tener en cuenta la expansion para el coseno
hiperbolico y reemplazar s = l/ 2+it.

2n 2n
o B(S-;)lnx} o [;(;ﬂ't—;)lnx}
> =2

n=0 (2m)! =0 (2n)!

_ 2 (820" &, (¢/2Inx)*"
,;)() (2n)! ,;)() (2n)!

Este ultimo término corresponde a la expresion para el coseno expandido en forma de series
de Taylor

(X)Zn
(x)=2 (="
COS(x l;) (2 )'

al reemplazar nos queda

Et)=4 f‘%[ﬂ 219'(x)]x_1/ 4 cos(#/21n x) dx 8.4)

Esta funcion es finita para valores finitos de? y puede ser desarrolladas en potencias de

#* dando una serie que converge rapidamente ,ya que para valores de § cuya parte real es
mayor que 1por lo que In{(s) = Zh’l(l — p’) permanece finito lo mismo sucede para el
logaritmo de los factores de £(¢) ,esto viene de que esta funcion solo puede anularse si la
parte imaginaria de f cae entre 1/2i y—1/2i . El numero de raices N(7") de la funcion

&(t) = Ocuya parte real esta entre 0y T es aproximadamente:

N(T) = (T/2m) In(T/2mm)—(T/2 1) porque la integral J-d Iné(7) tomada en un sentido positivo
alrededor de la region consiste de los valores de # cuya parte imaginaria se halla entre

1/2i y—1/2i y cuya parte real esta entre 0y T (hasta un orden de magnitud de la cantidad 77")

y es igual a T(T/2mr—T)i ,esta integral es igual al nimero de raices de £(¢) =0 situada dentro

de esta region y multiplicada por 277 , Riemann establecio que aproximadamente este nimero
de raices reales estan dentro de esos limites y afirmo que no pudo obtener una prueba de ello
y que temporalmente habia desistido ya que no lo consideraba esencial para su investigacion .
Si se denota por & a todas las raices de la ecuacion &(a) =0 se puede expresar el

In £(¢) como:

Iné&(¢) =ln5(0)+2(1—12/02) (8.5)
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Capitulo 9

La funcion Xis y la representacion en productos infinitos

Riemann dio una forma de expresar la funcion zeta en forma de productos que dependen de
los ceros no triviales y se baso en que la funcion zeta tiene infinitos ceros complejos que estan

en la banda critica y que son simétricos respecto a la recta Re(s) =1/2, Im(s) =1/2.
Si denotamos por N (7') el numero de ceros complejos que estan en la banda critica
0 <Re(s)<lycon 0<Im(s)<T entonces dedujo que

N(T) = (T/2m)In(T/2m) - (T/27) + O(InT)

. -2 . . -1 . .
Y que la serie Z‘ ,0‘ converge mientras que la serie Z‘ ,0‘ es divergente, teniendo en

cuenta que la sumatoria se extiende a todos los numeros complejos define la funcion entera
Xis de la forma:

2
HOEHOIN [l —%) o)

en donde O representa la parte imaginaria de los ceros no triviales , ahora si tenemos en
cuenta que esta funcidn esta dada paras = 1/ 2 + it podemos generalizarla de la siguiente
manera

2
E(1/2+if) = E(I/Z)H(l—#j

—£<1/2>|‘| - 5<1/2>|‘|<1+—)|‘|<1——

=co]a- >|‘|(1——> 5(0)|‘|<1/2 -2
U2+ﬁ)
12 +ia

a—it

=N

2 <O a-

Y como los ceros no triviales estan definidos como p =1/2 +iar

&)= EOa-2) ©02)
0 P
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recordando &(s) = %S(S - l)ﬂ_s/zr(%)f(s) y larelacion s/2T (s/2) =T (s/2+1)

Al combinarlas con (8.2) podemos despejar { () en funcion de los ceros no triviales.

_ mP&0) _
= o 10792 ©3)

De esta forma se puede observar el polo simple para s = 1 en el denominador, los ceros
triviales dados por I'(1+5/2)y los ceros no triviales dados cuando s = 0.

Hadamard dio una demostracion del producto llegando a una expresion similar de { ()

N2 -1=(y/2))

{(s)= |;| t _S/p)es/p (9.4)

2s DI (1+5/2)

donde Jes la constante de Euler — Mascheroni y vale, ) =0.577216649015328......

Ejemplo 10: Si queremos explicitar los ceros no triviales y los triviales de la funcion zeta
&(s) =T (s/2+ D> (s =) (s)

&(s) =5/20 (/2 (s =1 (5)

s/2T(s/2) =T (s/2+1)

2712 E(s)

(9= §/2T(s/2)(s 1)

&)= EOTa->)
0 P

Multiplicando y dividiendo por " (1 = s/2)y reemplazando &(s)

21 ra-s/2)

) = F /D6 =D T (=352)

na-<
é( )|:|( ,o)

Ahora tenemos en cuenta la siguiente propiedad de la funcion gamma.
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_ T
F(s/2)r(1-s/2) = poe—
_2m774(0)

{(s) SG-D)

r(1=s/2)sen(71s/2)[] (1 - 2y
Jp

en el denominador existe un tnico polo cuando § =1, pero cuando s =0 se tiene que es
indeterminado, esto se resuelve aplicando la regla de L hospital.

d
— (sen(715/2))
lim(wj = lim| 48 = lim (’—Tcos(ns/z)j =
s-0 S s-0 i (S) s-0\ 2 2
ds

|
§(0)=-4(0)=—
2
reemplazando y reordenando términos queda finalmente

(%—l)lnﬂ—lns r(1 _S/z)s

{(s)=e =

71 )
bt 1-=
en(= )|p|( ,0)

en donde podemos ver mas claramente el polo simple los ceros triviales y los ceros no
triviales
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Capitulo 10
Relacion entre la ceros y la funcion contadora de primos

La relacion entre la funcion Zeta y la funcidon contadora de primos de Riemann quedo definida
como

Ind (s)

N

= [ (o dx (10.1)

Para expresar J(x) en funcion de In{(s)/s, se aplica el teorema de inversion de Fourier,
cuyas ecuaciones en forma generalizada son:

a0 =L [ ([ e mankiu= " gmerap
A= [ e

1 (o i
o) = [ At du

definiendo términos

. dx
s=a+iy ysi a=cte, A=lnx = x=e) = di==
X

Y considerando los términos particulares

J(X)X_S — J(e/i )e—)lae—i)lu — ﬂﬂ )e—i/iu
A20= @gA)e M A<0= @A) =0
@A) =J(e")e

Ind(a+ip)

) _[ J(eMye@imigy =L _[ AN)e M)
a+lﬂ —c0 2ITd —

s = n<tari

at+ild
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reemplazando para el valor de A
1 o i
wA) = dedu
2>

J(ey)e—a)l — 1 an(a-'-i/j)eiMdﬂ
27TJd - a+i/.1

J(e)= 1 *Ind(a +i,u)e(a+i,u))ldlu
27T - a-+ l/.[

reemplazando para, x = e/‘ ,S=a+il,ds=id ,y el limite superior de integracion por
HU=0 - s=q+io yelinferior f =—00 - § =g —i0

J(x) = b a+indeS

3 . 10.2
2 Jasico g (102)

para resolver esta ultima integral se deriva por partes

Ind(s)

N

u=Ind(s) , du=[ }ds , dv=x’ds , v=—"

Inx

quedando

J(x):[an(S)xsT 11 aﬁmi[m((s)}xsds

s 27T Inx Ja—iw dg s

a—io
una propiedad muy util es que el primer término es nulo al tomar limites cuando 7" — ©

+7 .
llm 1nZ(a - ZT) xaizT

. )=0
T axil

Por lo cual nos queda la forma integral original como la integral de una derivada

J(x) = _LLJ“HWi(wjxst

277 Inxda-ieo ds\ s (10.3)
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Sacando logaritmo a la ecuacion (9.3) obtenemos In {(s) en funcién de los siguientes
términos:

In(s) = In&(0) +%1n -l (1+5/2) = In(s = 1)+ > In(1 -5/ )
0

Y segun el termino a integrar si converge o no elegiremos la forma (10.2) o (10.3) para la
integracion de cada uno de ellos.

El termino principal, —In(s — 1)

Para resolver esta integral adoptamos la forma dada en (10.3) y teniendo en cuenta el signo
negativo nos queda

R “*imi[_h’(s ‘l)}fds a>1
270 In x Ja-iw dg s

Riemann mostr6 que para x > 1 el valor de esta integral definida es el logaritmo integral
1-¢ dt x dt

[
0 Int “J*€Int

La funcion 1/ In tiene una singularidad en ¢ =1y la integral para x >1 debe ser interpretada

Li(x) = lim (

-0

utilizando el valor principal de Cauchy que permite asignar valores a determinadas integrales
impropias que de lo contrario resultarian indefinidas.

X
El valor principal dado por la integral divergente es _[0 dl‘/ Int que sale de aplicar el teorema

de Cauchy y el fundamento es el siguiente.
Si fijo x >1y considero la funcion [ definida de la siguiente forma:

F(B) = LLJ‘“Hmi[M}x%

270 In x Ja-ie (g S

Asi que el nimero a determinar es F'(1), la definicion de F'(3) se puede extender a todo
ntmero real o complejo de S menos para 5 < 0y con a > Re([3)y definiendo la expresion
ln[(s/,B) - 1] que sea In(s — ) —In B en el cual In z es definida para todo z y que la parte

real sea z > 0 .Entonces la integral F'([3) converge absolutamente.

d {ln(s/ﬁ—l)} inGs/B-D| 1
ds S - s? ‘s(s —,6’)‘
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es integrable mientra X oscila entre la linea de integracion porque:

[ln(s/ﬁ—l)}: 1
dp s (B=9)B

diferenciando bajo el signo integral e integrando por partes

F(,B)——L aviod | 1 st:_L. “+.i°°x—ds
277 Inx Ja=io ds (B-5)5 27t Ya—ie (B —5)0

Para resolver esta integral de una forma general debemos tener en cuenta que tiene un polo o
punto singular en s = [, por lo cual vamos a elegir un circuito cerrado C en el plano
complejo que rodee dicha singularidad. Por el teorema de Cauchy tenemos

95 x—sds =0
<(B-s)B

El circuito de integracion esta constituido por los tramos C =¢; +¢, +¢; ¢, t¢cs+ ¢,y
si consideramos s = Re? , ds =iR e’ d J, siendo 190 el argumento para S =a +iR y
s=a—iR,y & vadesde Hya Ty de 7Ta 27T— 3. También £ es el radio de un circulo
que rodea el punto singular y cuyo argumento es @y va desde 7Ta —7Tpor lo que
L—s=¢ge?,ds = —ige'?d@. Debemos considerar dos tramos iguales pero de distinto
sentido que caen en el eje real y conectan el circulo mayor de radio Ry el menor de radio

£ que rodea el punto singular , definiendo para un tramo 5 —s = ,Uem = — Uy para el otro

=~ 14, en ambos casos S = B— U , ds = —d .

tramo de distinto sentido 5 —s = e
Reemplazando tenemos

a+iR  x° T xReiﬁ 9 xPH ~xP —ee? ~
j ,—ds+J‘ ———iR e dd + _[ d,U+J. l+(—i£el¢)d(0+
a=iR (B=5)P % (B-Re™)B R=E up T ge'p
_pBH _ Re” _
N N o S P,
7 (B-Re?)B

Y/

Tomando limites cuando R — 00 y & — ( la segunda y sexta integrales tienden a 0 cuando

R — ooy latercera y quinta integrales se anulan por ser de signos opuestos, por lo cual
queda.

. - s _ﬂx[:’—é‘e’w .
lim lim —(-ige'P)dyp| =
Rowe0 T ge?f
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J X o= if,;ﬂﬁdqo

asie (B =s)B B

B

=2

B

Despejando términos

a+ioo s B B
X _a= = P
27 amie (B-5)p B B

Otra forma de resolver esta integral de una forma particular es aplicando la inversion de
Fourier, operando sobre los términos se tiene

BRB = [ s

. K
a+tio X

Y reemplazando x = ¢/ ,S=a+il,ds=idu

ea)l el/i,u

27TL’°( a+ip- ,3)

_ ’ —-ad _ 1 (e €
BN =PE B = | T

BF(B) =

iAU

Ahora debemos determinar el valor de @ L/)

( ,3) L xS xPdx Validapara Re(s — ) >0
S —

( N .1 ,8) = _[(:o e P07 g ) Valida para a > Re(5)
a+ill—

Y dependiendo de si la variable x es mayor o menor que cero se obtendran dos resultados.

= A(B-a)
S A=) v =
— @ 1 oM
A= 27TJ“°°(a+Iu ,8) aH
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ABpmah = 1 J‘°°( 1 Ve d 1

2 a+iu-pf
o (a+ip)A
2> (a+ip—p)

Reemplazando por x = e s=a+ il ,ds=idu

De la cual se deduce

2mmiYesio (s = B)

1 a+ioo S
xP = * il ds

Esta ultima ecuacion puede tener dos soluciones dependiendo del valor de x

x>1:>x'8,x<1:>x'820

Teniendo en cuenta que a > Re([)y que x > 1se asume que esta toma el siguiente valor
BE'(B) ="

despejando
o =2
B

Si C" denota el contorno en el plano complejo t el cual consiste de la linea segmento desde 0
a 1— & ,(donde & es un pequefio nimero positivo), seguido de un semicirculo en la mitad
superior del plano complejo Im(7) =20 y desde 1 — £a 1+ £ seguido de la linea segmento

de 1+ £a x, dejando la siguiente expresion:
P
G(B)=| .~
¢ Int

Entonces la derivada es

,B X
G ()= 1P i = {t—} =F'(f)
A,
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ahora G([3) es definida y analitica para Re(f) >0, si Re() < Oentonces la integral que
define G diverge en £ =0 ,como es F'([)de aqui esta difiere de una constante la cual

depende de xaunque Re(/f3) > 0, Riemann establece que esta constante puede ser evaluada

manteniendo Re(f) fijo y dejando Im(f) — +o0en ambos F'(S)y G(L), pero el no

llevo a cabo esta evaluacion.
Para evaluar el limite de G'(£) se toma como 5 =0 +il,donde O esfijoy T — 0, el

cambio de variable es ¢ = e y por lo tanto 4 = Int por lo G( ) queda de la forma

G(p)= —du+ —d U

i0+Inx eﬁ,u J-lnx eﬁ,u
io- M io+lnx U

El camino de integracion ha sido alterado ligeramente usando el teorema de Cauchy, y el
cambio de variables es // =iO0 + ven la primera integral y £/ = In x + iw para la segunda

) ~ Inx er ) . O—e—rwem’w
G(B) =e%e 57'[ ——'"dy —zx'BJ‘ —dv
—© i d+vy 0 lnx+iw

. . -or
Ambas integrales se acercan a cero cuando 7 — 00, la primera porque € - Oy la

segunda porque e " — Oexcepto en w=0, de esta forma el limite de G(/3) cuando

. . . + . . .
T — ooes cero. Este argumento no seria valido si C fuera cambiado siguiendo el

., . . -or . or -T T
semicirculo inferior porque entonces € ° debiera ser reemplazado por € y e " por e .
Para evaluar el limite F'([3)se define

(B =—_L1 “*"wi{ln[l ~(s/B)] }Csds

270 In x Ja—ie (g S

Donde a >Re(f) y donde ln[l —(s/ ,3)] es definido para todo numero complejo
[ siempre que =0,y se puede expresar la siguiente relacion In(s — £) — In(— /) para
poder obtener la diferencia H (f3) — F' () definida para todo namero complejo /[ sobre el

eje real y sobre el semiplano superior es decir Im(£) >0.

HB)-F(B)=———| ‘”"°°i[1“(ﬁ) '1“(‘/3)}&15 =L [ried [ﬂ} Cds

270 In x Ja=i® ds S 2mmiJa=io ds| s
La cual se puede resolver utilizando la inversion de Fourier.

1 patiofJT )
—|  —xX'ds=-im
27T Ja~io g

H(B)-F(p)=-

52



Para el caso de [ >0se obtiene F ()= H(L)+iTque corresponde a la mitad del
semiplano y es suficiente para evaluar el limite de /() cuando T — oo para =0 +iTsi

1-(s/) - 1 de aqui el logaritmo tienda a cero y que H (/3) también tienda a cero.

d [In[1-(s/B)] :_1n[1—(s/,8)]+ 1 :_ln[l—(s/ﬁ)]+ 11
ds s s s(s=p) 5? B(s=pB) PBs

Multiplicando por xsds/ 27T e integrando desde @ —i% a a + i en el usual sentido se
obtiene el siguiente resultado

xP _ x° _ (xﬁ -1)
B B B
Entonces cuando ‘ ,B‘ — 0la funcion H () se aproxima a cero, por lo que se puede

deducir H(B) = G(f).

F(B)=G(p)+im Valida para el semiplano Re(5) >0

Entonces el nimero deseado F'(1) es:

F(l)= fwﬁﬂw(t —l)iJer i

0 In¢t J1=¢ Int (¢—1) <‘*€Int
- I+ dt .
Como & — Qel termino — ly la siguiente integral es _[ = —iJTentonces
In¢ 1= (t=1)
el limite £ — 0de la formula para F'(1) queda
F(Q) = Li(x)
por lo cual
1 1 gpaviod|In(s=1)]| :
- —| ———=|x'ds = Li(x 10.4
270 Inx a‘imds[ s } ) (104)

El término envolviendo las raices, Zln[l ~(s/ ,0)]

El término envolviendo los ceros no triviales de la funcion zeta puede resolverse de manera
similar pero teniendo en cuenta algunas particularidades
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_LLJ-aHOOE{ZIH[l—(S/,B)]}xsd

270 In x Ja—ic dg s

De manera similar se define la funcion —Z H (0)1a cual se relaciona de la

forma H(,0) = G(P)y para Pen el primer cuadrante Re(0) >0, Im(0) >0y dela

misma forma QOen el cuarto cuadrante.

1
D> (J.c+1n_tdt+J‘c _dt)

Int

Si [Bes real y positivo y haciendo el cambio de variable ¢ =In /B, dt/t =du/ uB

B

e

In

Para la segunda integral el camino de integracion es sobre la singularidad en (/ =1y esta
integral converge a través del semiplano Re(/3) > 0y da la continuacion analitica de

Li (x’g ) en ese semiplano cuando X es un numero fijo y cumple con x > 0.Con igual criterio
obtenemos el valor para el cuarto cuadrante.

ﬁ_
t B .
- dr= +
jc —dt = Li(x") +im)
al reemplazar el valor de [3 segiin el cuadrante nos queda
—_ _ - (P + 77 I-p
D (jc dr+ | - - tdt) > | Lite®)+ LiGx'?) |
Im p>0

recordando que los ceros no triviales son simétricos en la linea recta Re(s) =1/2.

=12+ia = 1-p=1-(/2+ia)=1/2-ia

ZLz(xp)— Z [Lz(x'o)+Lz(x1 p)]

Im p>0

donde O son los ceros no triviales de la funcidn zeta, y la sumatoria no es totalmente
convergente.

_Lijaﬂ'wi{Zh’l[l —(S/ﬂ)]}xst — le(xp) (10.5)
)

277 In x Ja-ie (g s
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El termino,InT (s/2 +1)
El termino que envuelve la funciéon gamma esta dado por

11 jaﬂmd(lnr(s/zﬂ)j

277 Inx Ja=ieo s S
Para resolver esta integral partimos de las propiedades de la funcién gamma
sl(s)=T(s+1)

y utilizamos la definicion de la funcion Gamma en forma de productos infinitos dada por
Euler y Weierstrass, que vale para todo complejo que no sea entero negativo.

Vs

r(s):eTrIa s/n)”e’l"

sT(s)=T(s+1)= ‘VS|‘|(1 s/n) e

InM(s+1) = —ys+z Zln(1+ =)

n= 1

Sustituyendo s — s/2

25— S
InF(s/2+1) =—ys/2+> = = In(l +-
nl(s/2+1)=-ys/ ,;:{ > ,;:{ n( 2n)

Teniendo presente la propiedad dada en la integracion por partes nos conviene utilizar la
forma que contiene la derivada bajo el simbolo integral.

a+ioo + a+ioo +
—LI " InT(s/2 1)xst:LLj - i(lnl‘(s/2 1)]de
271 S a~ie s 271 Inx 2a~ie dg s

Derivando los términos

i(_ﬂ/jzo D
ds\ 2s ds\ 12 2ns

4 S in(l+=—) |#0
ds\ 15 2n
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se puede expresar de la siguiente manera

n=1

27‘[1 1nx —i%o (g s

Pero como H () se aplica para [ > 0 entonces para 3 <0 se tiene que

EB)=-| - tidr

Entonces E(f) = H (L)
- B
E(B)=-] " dt="2=F(p)=H ()

Y al reemplazar 8 = (—2n)

t—j (Zt_z”)t— :( 1 jdt:ij
Int * Int\1-¢72 * ¢(t* =1)Int

E(B)= Z j

1 Ia+ioo1nr(s/2+1)xs Pl

2gidamio g =], 122 =1)In (106)

7O% T pmr

N

Figura 9: Grafico de f'(¢) en funcion de ¢

56



El termino, In £(0)

Aplicando la inversion de Fourier se puede determinar el valor de la integral

_L1 “*imi{@}xsds =L

| i 10¢(0) s s = In&(0)
27T Inx Ya-i® dg S 27T

a—io Ky
definimos los términos para aplicar el teorema de inversion de Fourier

x:e/‘,S:a+i,u,dS:id,u

F(e') :LJ‘aﬁw_lnf(O)xst =1 J‘oo lnf(o)e“/‘eimd,u

27 vasi® g 217 a+ill
F(eMe ™™
gy =11
In&(0)
l=J.°ox_s_1a’x = 1, :Im e e M)
s 90 atiy
- 1 o M
N=e = d
ab 27T~[‘°°(a+i,u) H
Igualando términos tenemos para ¢AA)
F(e") = F(x) =In&(0)
[ e Oogs =ngo)
2 dai® g

El termino, s/2In 77

Al elegir la forma dada en (10.3) rapidamente se ve que la integral es cero.

L[,

270 In x Ja—i (g s

Por lo que la derivada da cero

(10.7)
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d(s/2nm)_d(Inm_,
dS Ky dS 2
L oo oo L L e d (520000 os)
ygida-io | 2 27t InxJa=i® ds\ s

Una vez establecidos los términos nos resta reemplazar cada uno de ellos para la ecuacion de
J(x)dada en (10.2)

_ P 1-p dt
J(x)=Li(x) ImZpLO[Lz(x )+ Li(x )] _[x Z-Dn t+ln5(0) (x>1)

J(x) = Li(x) - ZL’(xp) T2 [ t(tdﬁ

Y la formula para 77(x) se obtiene aplicando la formula de inversion de Mobius dada en (5.2)

_NH) | iy N g0 © __dt | (109)
ﬂ.(x) ; . Ll(x ) %Lz(x )+1n£(0)+-“xl/nt(t2—1)lnt

desarrolando los términos y reagrupandolos

0= i) - S0 -2+ [

+Z”(”) Li(x"") ZLz(xp/" ~n2+ 7

" l)lnt

En la ultima expresion nos queda un término error a determinar £(x), por lo tanto en forma
mas compacta podemos expresar la funcién contadora de primos como:

(x) = Li(x)+ E(x)

Si uno restringe laz a un numero finito de términos se deriva la expresion para J(x),
a

sabiendo que una parte disminuye muy rapidamente con el incremento de x la siguiente
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1 cos(aIn(x)) -
expresion —— — 22Mx V2 da una aproximacion para la densidad de los
Inx - Inx

nimeros primos mas la mitad de la densidad de la raiz de los nimeros primos mas un tercio
de la densidad del cubo de los nimeros primos , etc , en una magnitud x . La conocida
expresion que da una aproximacién para la funcién contadora de primos es 77(x) = Li(x),

. . -1/2 .
es por lo tanto valida para cantidades de un orden x / y da un cierto valor porque los
términos no periddicos en la expresion para 7T( X) provienen de cantidades que no se vuelven

infinitas con X .
Li(x) =12 Li(x"?) =1/3 Li(x"*) = 1/5 Li(x"*)+1/6 Li(x"*) =1/ 7 Li(x" ") +.......
En la comparacion de Li(x) con el numero de primos menores que una cantidad x dados por

Gauss , esta ultima expresion puede presentar fluctuaciones graduales con X ,entonces se
puede dar una aproximacion a la funcion contadora de primos de la siguiente forma.

71(x) = Li(x) + iMLi(xl/ ")
n=2 n

X Riemann error Gauss error
1000000 30 130
2000000 -9 122
3000000 0 155
4000000 33 206
5000000 -64 125
6000000 24 228
7000000 -38 179
8000000 -6 223
9000000 -53 187
10000000 88 339

Tabla 5: Errores al calcular 77(x) por medio de las ecuaciones dadas por Riemann y Gauss

En la figura 10 se grafican oscilaciones entre Li(x)y 77(x) debidas a aproximaciones dadas

por las ecuaciones de Riemann.
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Figura 10: Comparacion de fluctuaciones entre J (x), Li(x) y 77(x)

La hipotesis de Riemann es equivalente a determinar 77(x) = Li(x) + O(x

M2+€).
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Capitulo 11
Determinacion de los ceros no triviales de la funcion zeta

La formula Riemann-Siegel fue descubierta por Riemann pero no publicada por el, fue
descubierta entre los papeles de Riemann por Siegel y publicada en 1931. La forma para
determinar los valores de los ceros no triviales de la funcion zeta esta basado en el método del
punto silla para la evaluacion de integrales. Los ceros de la funcion de Riemann-Siegel
corresponden a la parte imaginaria de los ceros no triviales de la funcidon zeta sobre la linea
critica y se basa en el hecho de que ambas funciones son holomorfas sobre dicha linea.

Partiendo de la definicion de la funcion Xis

&(s) = r(g + )2 (s =1 (s5)

= (was/ze_xdx} % (s =1){(s) = %[Imxs/z_le_xdxj % (s = 1) (s)
0

0

la cual puede reescribirse como

=SSy s -
$(s) Zr(z)ﬂ (s =DJ(s)

Ahora teniendo en cuenta el valor para § = — + it siendo la parte imaginaria positiva queda

K 11 .
lnr(g)ﬂ 5(5*'”)1 1

a% vif) = e‘““?n-sﬂ@z(s) =e SG+ z‘r)(% *it - 1)5(% +if)

1 t

RIF(C) —( =42 =1\ iL,mr) -i-_ 1
=e 2774(7] e 2T 2((§+it)

la cual nos queda expresada en una parte real y otra parte imaginaria, reagrupando términos
podemos definir una funcidén que de niimeros reales en funcion de la parte imaginaria.

o 51
Z(t)=e @(’)Z(E +it) (11.1)

En donde ©O(t) es definida como
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1 t t
o) =1, {InT (= -i=)t+=In77
) m{n (2 12)} 5

recordando que Riemann derivo una formula valida para todo §

F(1=s) (™ (=x)" dx
2777 +00 e —1 X

{(s)=
cuya trayectoria de integracion es un curva que rodea el origen y tiene una singularidad, al
tener en cuenta la siguiente relacion

—Nx

eex—lz Z e - e’ -1 Ze

n=N+l n=0

podemos obtener un definicion alternativa

2(s) = Z —s F(l S)J‘ —Nx x)sﬂ

ef -1 x

si camblamos los contornos de integracion a una curva C(M) cuyos circulos en los polos

+27Timcon 1 <m < My mUN, se puede aplicar el teorema de los residuos de Cauchy
quedando la siguiente expresion.

M N
J(s)=T(1- S)(Zﬂ)s_12sen(%)zn‘(l‘s) + rd-s) (=x)" dx
n=1

27 Jomyer -1 x
N M -Nx s
- - TTs o, F(=s-1) e " (—x) dx
s)= n=S 420 (=s = D) Lsen(= psly 2 -\ 7 7
2(s) Z (=s=1)27) (2>; r I

recordando la simetria de la ecuacién funcional al multiplicar ambos miembros por
1/25(s —1)K(s) obtenemos otra ecuacion simétrica para &(s).

N M
E(S) (S 1)r(—+1)ﬂ S/2Zn +(_S)r( +1) —(1 S)/2Zn—(1—s)
n=l n=l1
S
N N g S
cmy e -1 x

4772'(27T)s_1sen(7;s)
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Como nos interesa el caso en donde s cae en la linea s =1/2 + it para ¢ (] R entonces

observando los dos primeros términos y teniendo en cuenta la simetria § — (1 =) se deduce
que N = M . Poniendo los términos como:

1 1
+i LLiin
20 =(—%+it)r(l/22 " +1jn 2 2

Se puede reescribir la formula

. N1, N1,
5(5+z'r>:¢(t)2n 2 +¢(—r>2:;n 2

n=l1

—Nx _%Ht
NG [ e,
~+it C(N) e -
2i(277)2 Sen[ﬂ a it)}
22
Nos queda expresada en los términos anteriormente definidos
E(1/2+it) =r()Z(t)

r(1) = R |'(s/2)]n.—l/4(_4t2 - 1)
8

I
= R T (/2] 7T_4S(S ; lje[—ﬂm InT (s/2)]

1 .t
= r(g +) 40 2 = gr)e 0

Poniendo el término 7(¢) = ﬂt)ei@(t) en la ecuacion &(s) = r(¢)Z(t) podemos cancelar el

término 7(¢) = r(—t) para obtener la expresion

LA Nl
Z()=e®0N n 2 400N 2
n=1 n=1

iO(~1) “Nx vy 2T
+ e j e " (=D(=x) J
C(M)

X
L 71 e’ -1
2i(211)%  sen E(Eﬂt)
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ahora vamos a realizar la siguiente simplificacion

T i7Ts i7Ts i7ts iﬂs(lﬂ't) iﬂs(1+it)
. S T T T -G 5
2isen(—)=e?2 —e 2 =e 2 (™ -1)=e 22 ‘(e 2

-ir i i =i i o Tmim
=e4el2(e2e-1)=-e4e? (l—e_misen(g)):—e 4e2(1-ie”')

Teniendo en cuenta la siguiente propiedad de los nimeros complejos conjugados

InM(Z)=InT(Z)

podemos escribir la siguiente relacion para O(t)
1 t t
Ot)=1, sInl(=—i—)r+—Inm
(1) m{ (2 2)} 5
=7 dnrE+ibl e Linz=1 dinrE+ibt+ Ling
2 2 2 2 2 2
1 t t
=] <Inl(=+i-);——=InmT=-0O(¢
m{ G 12)} 5 ()

Si consideramos el siguiente nimero complejo z = a + ib se puede expresar la siguiente
propiedad de los complejos conjugados

I (z)=1,(a—ib)=—-ib=-I (2)

Por lo que se pueden reagrupar los términos para Z () de la siguiente manera

N N N N
el@(t)§ :n—l/z—zz +el@(—t) 2 :n—l/2+lt — el@(t) 2 :n—l/2n—lt +e—l@(t) 2 :n—l/2nzt
n=1 n=1 n=1 n=1

N N
- Zn—l/z (eiO(t)e—itlnn) + Zn—l/Z(e—iO(t)eitlnn)
7’[:1 n:l

64



N N
— Zn—m |:ei6(t)—t1nn) + e—i@(z)—tlnn] - 2Zn—l/z cos[G)(t) —tlnn]
n=1

n=l1

Y el ultimo termino de Z (%) como

. ——+it
o e
C(N)

I =
BRI S e’ -1
2i(271)?2  sen E(Eﬂt)

. ——+it
e ) N

. | :
_im 7w } C(N) e’ -1

1
—+it -
—(2m)? {e 4e2(1—-ie”"

e—i@(r)e—tn/z e—Nx(_l)(_x)_EHt 4

G :
_in } C(N) e’ —1

1 .
(27)2 ”[e 41— e

quedando finalmente la expresion total de la forma:

N
2()=2) ™" cos[(t) - tInn]
n=1

e—i@(t)e—tr[/z e_Nx(_].)(_X)_E-Ht d

G :
T ] C(N) e’ -1

1 .
ez {e $ (=i

+

(11.2)
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de una forma mas compacta puede ser expresada

N
Z(t) = 2Zn‘1/2 cos[@(0) ~tInn] +R()| (OR  (13)
n=l1

El termino menor R(¢) desafortunadamente diverge cuando N — ©, pero los términos de

esta decrecen en tamafio por lo cual se puede hacer una aproximacion de Z () en la siguiente
forma

N
Z(t) = 2Zn‘1/ 2 cos[@(1) ~ t1n ]
n=l

(11.4)

Determinacion de O(¢)

Para la determinacion de la parte imaginaria de (%) partimos de la definicion de la funcién

Gamma en forma de productos infinitos dada por Euler y Weierstrass, y que vale para todo
complejo que no sea entero negativo.

M(s)= % I_I (1=s/m)"e""

en donde )es la constante de Euler- Mascheroni

Sacando logaritmo a [ (s)

(ee]

InT (s) :—ys—lns+2[ﬁ—1n(1+f>}
n n

n=l1

y expresando el numero complejo en la forma exponencial de Euler que tiene en cuenta su
modulo y argumento

s=lsle” = s=i+ié :>‘S‘=\/(1/4)2+(t/2)2

Siendo wel argumento

Ins = ln(‘s‘eiw = ln‘s‘ +iw= ln‘s‘ +jarctan(w)
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12 _

tanw=—-=2t = w = arctan(2¢)

1/4

Ins = 1n(‘s‘eiw = ln‘s‘ +iw = ln‘s‘ +iarctan(2t)

Yz _ 2 = w = arctan( 2 1)

tanw = =
1/4+n 4n+1 4n +

.. S .
Desarrollando el término In(1 +—)se tiene
n

In(1+3) = In(n +s)~Inn =1n[(l+n)+i£}—lnn
n 4 2

=In (i+n)+zé+iarctan( )—Inn

4dn +1

Juntando los términos queda

InF(s) = —ffﬂn\s\ +Z‘(i+n) +zé
n=1

o0
+ E Inn
n=1

|y - 21
+i| ==t —arctan(2¢) + —_— = arctan
[ 2 (21) ; 2n ; (4n + 1)}

y como solo nos interesa la parte imaginaria

1 .t y SRR 21
[ <Inl(=—-i—);=| —=t—arctan(2¢) + —_— arctan
’”{ G 12)} { 2 (21) ;2;1 Z::‘ (4n+1)]

Que al reemplazarla en ©(¢) finalmente nos queda

2t )

2 4n+1 (11.5)

o) = —(y *In ﬂ)t —arctan(2¢) + ;(Z_tn —arctan(
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Esta funcion se puede representar en forma de expansion asintotica, y da una buena

aproximacion para £ > 1

1 7

t t t
o) =—In(—)-—
® 2 (271) 2 48t 57504

T
-4 + +...
8

A1)

a0
11}
40

20

Figura 11: Grafica de la funcion theta de Riemann-Siegel

Determinacion de R(¢)

(11.6)

Para determinar el término remanente se utiliza el método del punto silla que sirve para la

aproximacion de integrales y para encontrar formulas asintdticas que representen una

determinada funcion para valores grandes de la variable que la define. Entonces para R(f) y

cuando N — oo,

1,
-i0(t) ~t72 “Nx_qvg_oy 2 1
R() = e .e J‘ e " (=D(—x) d
1ol -im ., C(N) e’ -1
2m? |e 4(1-ie’)
~iO(1) ~t71/2 “Nx vy 2T
R(1) = e e J‘ e " (-D(=x) I
V| -7 C(N) e’ -1

—+it il
Q2m? |e 4(1-ie’'")
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Se puede obtener una solucion de la forma

R = (D" @/2m™" | o + e t/2m7 + e, (127 + 5127 + e ef 27 |

y definiendo la funciéon

1
ei77/8e—277ip2 J. eiu2/4ﬂe2pu cos(277(p2 -p _E))

du =
27T

wp)= e’ -1 cos(271p)

Donde 7 es un segmento que va desde Oa 277 .

los coeficientes vienen dados por

cos(27(p* — p —116))

=y =

(P) cos(27tp)
oo | d*W(p)
Y6 dp’

1 dtu(p) 1 d*¥Y(p)
Cy = 3

1843277 dp® 64772 dp
_ 1 d’W(p) 1 dW(p)_ 1 d¥(p)
=7 4 5

53084167° dp’  3840m" dp 647 dp

12 8 4

. 1 dW(p) 11 dWp), 19 d¥i(p)
4

2038431744  dp'*  5898240m° dp® 245767  dp*

128;72 *p)

Y se puede hacer una aproximacion del término remanente de la forma

1

Qmp*-p-—)

R(@t)=(-DN ' @/2m)7V* T (11.7)
cos(27p)
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Finalmente Z () puede ser aproximado por la formula que tiene en cuenta la suma de dos
términos.

N —_—
Z()=2 Z cos[@(t)n tlnn] cos[@(t)—tlnn] +R() (11.8)

N

1<n<x

Ejemplo 11: Para determinar la parte imaginaria de la raices debemos recurrir a algin tipo de
algoritmo ya que no se pueden calcular directamente en forma algebraica, a continuacion
daremos un ejemplo para determinar el primer valor de la parte imaginaria de 7.

X=,— N (Parte entera de x) p (Parte fraccional de x)

Usando las ecuaciones que nos dan una aproximacion de Z ()

Z(6)=2 ZN: cos| ©(1) ~tlnn] cos[O(r) ~tInn] + R(z)

In

1<n<x

@(f):i]n(i)_i_i_T.p 1 + 7 3+...+...
2 2 2 8 48 5750¢
cos2r(p - p—-1)
R(t) = ()" /2y 16
cos(27p)

Partiendo de un valor aleatorio de X debemos ir calculando valores de Z(¢) hasta que cambie
de signo justo cuando cambia el signo se encuentra un valor de # que hace ceroa Z(%)y
justamente ese valor de f corresponde a un cero de la funcidon zeta de Riemann.

t=14.13 x =1.4996 N=1 n=1

2 =0.4996 | ©(14.13)=-1.73053 | R(14.13) =0.31250 | Z(14.13) = —0.0056

Tabla 6: Valores para calcular Z(¢) cuando ¢ =14.13
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t=14.14

x =1.50015

N =1

n=1

»=0.50015

O(14.14) = -1.72653

R(14.14)=0.31244

Z(14.14) = 0.00224

Tabla 7: Valores para calcular Z(¢) cuando ¢ =14.14

Como Z(14.13) =—0.0056 es negativa y Z(14.14) =0.00224 es positiva se sabe que

entre ambos valores existe un cero de la funcion zata de Riemann entre  =14.13 y
t =14.14 , para ser mas precisos se usan mas términos en @(#) o mayores términos en la

serie para R(),usando mayor precision el primer cero se daen Z(14.134725142) =0Oes
decir el primer cero de la funcion zeta es s = (1/2 +i14.134725142).

De igual manera se pueden ir calculando los siguientes valores de t por medio de algiin
algoritmo que sistematice el proceso de calculo. En la Tabla § se dan los primeros 50 valores
de los ceros no triviales con 6 digitos decimales en forma creciente de izquierda a derecha.

14.134725 21.022039 25.010857 30.424876 32.935061
37.586178 40.918719 43.327073 48.005150 49.773832
52.970321 56.446247 59.347044 60.831778 65.112544
67.079810 69.546401 72.067157 75.704690 77.144840
79.337375 82.910380 84.735492 87.425274 88.809111
92.491899 94.651344 95.870634 98.831194 101.317851
103.725538 105.446623 107.168611 111.029535 111.874659
114.320220 116.226680 118.790782 121.370125 122.946829
124.256818 127.516683 129.578704 131.087688 133.497737
134.756509 138.116042 139.736208 141.123707 143.111845

Tabla 8: Los 50 primeros valores de la parte imaginaria de los ceros no triviales.
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Figura 12: Grafico de Z(t) en funcién de ¢

Intervalos entre ceros consecutivos

Una de las cuestiones que se plantean es como estan distribuidas las partes imaginarias de los

ceros enlalinea s =1/2 +itcon tR, para ello se busca estimar la diferencia entre las
partes imaginarias de los ceros consecutivos en dicha recta.

Sea ¢, la parte imaginaria del enésimo cero de la funcién ¢ (s)de la forma 1/ 2 +if con
t >0, de forma tal que 0 <¢; <t,

e
tn+1 _tn < ZLn

Hardy dio una estimacion con @ =1/4, otra estimacion mejor fue dada por Ivic y vale

6 <0.15594583 <5/32. Los ceros de alejan y acercan dentro de un cierto rango maximo
y minimo.

Hipotesis de los nimeros primos consecutivos

Para intervalos entre dos nimeros primos consecutivos se obtienen estimaciones asintdticas
del tipo

B
Pun— Py < p, " (Inp,)
con 0<a<ly =0

Si la hipotesis de Riemann es cierta se verifica la estimacion

pn+l _pn < pnl/2 1npn
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Capitulo 12
Comentarios finales

Si bien el breve ensayo que Riemann escribié en 1859 fue la gran obra maestra sobre la
distribucion de los nameros primos, al utilizar la variable compleja y relacionar la funcion
contadora de primos y el producto de Euler de la cual deduce una formula para 77(x)cuyo

termino principal es Li(x), pero no se puede afirmar que Riemann probase el teorema de los

nimeros primos ya que en su escrito enuncia varias propiedades que no demuestra, tampoco
dejo muy en claro que el termino Li(x)dominase sobre el resto y tampoco que tenga mucho
sentido por algunos problemas de convergencia, a pesar de ello Riemann marco el camino
para desarrollos posteriores y fue en 1896 que Hadamard y de la Valleé Poussin consiguieron
independientemente una demostracion completa de dicho teorema.

En 1944 Selberg y Erdos desarrollaron una demostracién elemental del teorema de los
nimeros primos. También existen pruebas que esta mdas cerca del andlisis real que del
complejo.

Lo que si queda claro es que si se quiere estudiar el término error en el teorema de los
numeros primos, se debe enfrentar a los misteriosos ceros no triviales de cierta funcion
compleja. El mejor resultado en la teoria de numeros se obtendria si se resolviese la famosa
"Hipotesis de Riemann™ la cual sigue sin probarse a pesar del esfuerzo de los mejores
matematicos del mundo durante mas de 145 afios.
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Espero que el lector sepa disculpar los posibles errores no detectados, en este sentido
cualquier indicacion al respecto sera tenida en cuenta y bien aceptada.

numerosprimos@live.com.ar
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