MATEMATICAS DE TEORIA M
Alberto Mgjias'

Las cosas mas importantes en matematicas, son las que tienen un fundamento mas débil...
-- ABEL, en carta a su maestro Holmboé, en 1826.

Resumen:

A pesar de carecer actualmente de formulacion dinamica, es posible obtener
gran cantidad de informacién sobre Teoria M, teoria que se postula como unifica-
dora de todas las interacciones, a partir de sus sectores perturbacionales y de bagja e-
nergia. En las regiones perturbacionales adecuadas, la Teoria M adopta la aparien-
ciadelaTeoria de Cuerdas. Al considerar su limite de baja energia, surge la super-
gravedad en once dimensiones. Aqui se indica como Teoria M puede ser considera
da como una deformacion biparamétrica de Geometria Clésica, donde un parametro
controla la generalizacion de puntos a lazos y € otro parametro controla la suma
sobre topol ogias de superficies RIEMANN. La formulacion mateméticafinal de Teo-
ria M tendra que considerar Teoria de Fibrados Vectoriales, Teoria K y Geometria
No Conmutativa.

Descriptores: Teoria cordal, Geometria Riemann, Fibrados Vectoriales, Teoria K,
Geometria no Conmutativa, Teoria cuantica, Teoria Conformal de campos.

Abstract.

Despite currently lacking dynamic formulation, it is possible to get lots of in-
formation about M theory, theory that is postulated like unifying all interactions,
from their perturbative and low energy sectors. In suitable perturbative regions, the
M theory takes the appearance of the string theory. When considering its limit of
low energy, arises the supergravity in eleven dimensions. Here It is indicated how
M-theory can be considered as a two-parameter deformation of Classical Geome-
try, where one parameter controls the generalization from points to loops, and the
other parameter controls the sum over topologies of RIEMANN surfaces. The fina
mathematical formulation of M-theory will have to make contact with the theory of
vector bundles, K-theory and noncommutative geometry.
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1 Introduccion
Durante anos ha habido muchas interacciones fructiferas entre Teoria Cordal

[15] y varios campos de Matemética. Materias como Geometria Algebraicay Teor-
ia de Representacion han sido estimuladas por nuevos conceptos como Simetria Es-
pecular [3], Cohomologia Cudantica [13] y Teoria Conformal de Campos [4]. Pero,
la mayoria de estos desarrollos se han basado en la formulacion perturbacional de
Teoria Cordal 0 en el formalismo LAGRANGEan0 con respecto a aplicaciones de su-
perficies RIEMANN, a variedades y cuantizacion de espacios de lazos. Este enfoque
perturbacional es, sin embargo, solo una descripcion aproximada aplicable para va-
lores pequefios del parametro de cuantizacion.

Ha habido mucho progreso en la comprension de una descripcion mas funda-
mental de lateoria, con lo que se ha conocido como TeoriaM. TeoriaM podria ser,
hasta ahora, el objeto matematico méas complgo y méasrico en las fisicas. Parece u-
nificar tres grandes ideas de lasfisicas tedricas del siglo veinte:

1. Relatividad General - la idea que la gravedad puede ser descrita por la geo-

metria RIEMANN de espaciotiempo.

2. Teoriade Calibracion - 1a descripcion de fuerzas entre particulas el ementales
usando conexiones sobre fibrados vectoriales. En mateméaticas esto involucra

TeoriaK y teoremas de indices.

3. Las cuerdas 0, méas generalmente, l0s objetos extensos, como generalizacion
natural de particulas puntuales. Mateméaticamente esto significa que se estu-
dian los espacios primariamente, a traves de sus (cuantizados) espacios de
lazos.

En la actualidad parece que estas tres ideas independientes estan estrecha-
mente relacionadas y, quizas, son esencialmente equivalentes. En alguna extension,
las fisicas estén intentando construir un diccionario entre Geometria, Teoria de Ca-

libraciony Cuerdas.
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Debe decirse que en todos los desarrollos ha habido dos ingredientes adicio-
nales, que son completamente cruciales. El primero es Mecanica Cuantica —a
descripcion de realidad fisica en términos de Algebras de Operadores que actiian
sobre espacios HILBERT. En la mayoria de los esfuerzos por entender Teoria Cor-
dal, Mecanica Cuantica ha sido fundamental y hay poca indicacion de que esto va
yaacambiar.

El segundo ingrediente es Supersimetria —unificacion de materia 'y fuerzas.
M ateméticamente, Supersimetria se relaciona estrechamente a complejos DE RHAM
y Topologia Algebraica. De alguna manera, muchas de las milagrosas interconexio-
nes en Teoria Cordal, sblo funcionan s Supersimetria esta presente. Puesto que
esencia mente, se trabaja con compleos, no debe sorprender alos mateméticos que
haya varios indices 'topol 6gicos' estables con respecto a perturbaciones, que pueden
computarse exactamente, dentro de limites apropiados. Desde una perspectiva fisi-

ca, Supersimetriaes quizas, la més robusta prediccion de Teoria Cordal.

1.1 Una deformacion biparamétrica de Geometria Clasica

Con propositos didécticos, en esta exposicion se considerara a Teoria M co-
mo una familia biparamétrica de deformaciones de Geometria RIEMANN "clésica’.
Estos dos parametros se introduciran heuristicamente. (Después se dara una defini-
CiON Mas precisa).

Primero, en Teoria Cordal Perturbacional se estudian los lazos en una varie-

dad espaciotiempo. Se puede considerar que estos lazos tienen una longitud intrin-

seca !, lalongitud cordal. Por 10 menos, a un nivel heuristico esta claro que en €

limite £ — O, la cuerda degenera a un punto, un lazo constante. El parametro s
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controla la "cordalidad" del modelo. Se verd como la cantidad /5 =o' juegad

pagoel de constante PLANCK en la superficie mundi de la cuerda (superficie que ba-
rre la cuerda en su movimiento). Es decir, controla la correccion cuantica de la teo-
ria de campos, bidimensional, sobre la superficie mundi de la cuerda. Un g emplo
importante de una deformacién cordal es la cohomologiacuantica[13].

Segundo, las cuerdas pueden henderse y unirse, barriendo una superficie X de
topologia general, en espaciotiempo. Segun las reglas generales de M ecénica Cuan-
tica hay que incluir una suma sobre todas las topol ogias. Tal suma sobre las topolo-

gias puede regularse si se puede introducir un parametro formal 2 eR _, € acopla-

miento cordal, tal que una superficie de género g, se pondera por un factor 12872,
L as topologias de género superior pueden interpretarse como procesos virtuales en
los que las cuerdas se escinden y se juntan —un tipico fendmeno cuantico. Por tan-

to, el pardmetro A controla las correcciones cuanticas. De hecho se puede igualar /12
con la constante PLANCK en espaciotiempo. Solo para val ores pequefios de 4 se pue-
de describir teoria de cuerdas en términos de espacios de lazos y sumas sobre su-
perficies.

De hecho, en €l caso de particul as se sabe que para val ores grandes de es me-
jor pensar en términos de ondas 0, més precisamente, campos cuanticos. Asi que, se
espera que, paravalores grandesde Ay o’ e marco correcto es Teoria Cordal de
Campos [22]. Esto es en parte verdad, pero es en general dificil de analizar esta Te-
oria Cordal directamente. En particular, la ocurrencia de branas, objetos extendidos
de dimensiOn superior, que jugaran un papel importante en o subsecuente, es a me-

nudo oscura. (Ver, sin embargo, [18]).
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Resumiendo, se pueden distinguir dos tipos de deformaciones. efectos corda-
les parametrizados por o’ y efectos cuanticos parametrizados por A. Esta situacion

puede describirse con la siguiente tabla

« > 0| TeoriaConformal de Campos M-teoria
cuerdas campos cordales, branas
o' =0 M ecanica Cuantica Teoria Cuantica de Campos
particulas campos
A=0 A>0

Vale lapenamostrar algunos campos mateméticos relacionados, en unatabla
similar

Cohomologia Cuantica Geometria No Conmutativ a

a >0
(Gromov, Witten) (Connes )
’ Invariantes 4-variedades, 3-variedades,
a'=0 | combi natorias nodulares nudos

(Vass iliev, Konts evich) (Dona ldson, Witten, Jones )

A=0 1>0

Ahora se repasardn brevemente, estas varias generalizaciones. Se puede

hallar mas material a respecto en [5].
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2 Mecanica Cuantica y Particulas
En Mecanica Clésica se describen | as particul as puntual es sobre una variedad
RIEMANN W, gque se considera como un espaciotiempo (EucLIDEano). Hablando

pedantemente, se miraa W através de aplicaciones
w: pt >W,

de un punto abstracto aW. La Mecanica Cuantica asociaa clasico espacio de con-

2
figuracion W, el espacio HILBERT ‘H = L (W) de las funciones de onda cuadrética-

mente integrables. Se quiere pensar a este espacio HILBERT como asociado a un
punto

H=H,,
Para una particula puntual supersimétrica, se trabajard, mas bien, con el espacio de
formas diferenciales DE RHAM, H = Q* (W).

Clasicamente, una particula puede ir en un tiempo ¢, de un punto w aun pun-
to v alo largo de alguna linea preferida, tipicamente una geodésica. Mecanico-

cuanticamente se tiene, en cambio, un operador de evolucion linea
®:H—H,

que describe la evolucion con respecto a tiempo. A traves de laintegral FEYNMAN,
de linea, este operador se asocia a aplicaciones del intervalo de longitud 7, a W.
Mas precisamente, €l ndcleo @, (w, v) del operador @,, viene dado por la integral
delinea
[aeif
@t(w,v)zjw)[dw]e '[0 )
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sobre todas las lineasw (¢) con €l w(0) = w y w(z) = v. @ es el nicleo de la ecua

cion de calor

d —
— ®, =AD,, D= o(w —v).
dw
Estas integrales de lineas tienen una propiedad de empalme natural: s setie-

ne una evolucién primero sobre un tiempo t,, seguida de una evoluci On sobre un
tiempo ¢, esto debe ser equivalente a una evolucion sobre un tiempo ¢, + ¢,

O o P =P . 1
1 2 I+l @)

Esto permite escribir
O = e—tH

t
donde H esel HAMILTONIano. En el caso de una particulaen W, el HAMILTONiano

viene dado, desde luego, ssmplemente por el LAPLACEano H = —A.

La propiedad de composicion (1) es una propiedad general de las Teorias
Cuanticas de Campos. Conduce a enfoque functorial de SEGAL, de Teoria Cuantica
de Campos, como un functor entre la categoria de variedades (con bordismos) y |a
de espacios vectoriaes (con aplicaciones lineales) [16].

El HAMILTONIano puede escribirse como

H =—A=—(dd* + d* d).
Aqui las diferencialesd, d* juegan €l papel del sobrecargas. Los estados fundamen-

tales satisfacen Hy = 0y, por tanto, son formas arménicas y en correspondencia 1-

a1 con el grupo de cohomol ogia DE RHAM

v € Harm*(W) = H*(W).
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Es preciso hacer dos comentarios adicionales. Primero, se puede considerar,

., . . . . 1
también, a una 1-variedad cerrada, a saber, un aro (copia de una circunferencia) S

de longitud ¢. Ya que un aro se obtiene identificando los dos extremos de un inter-

valo, se puede escribir

(DS;L:TI‘HCD[.

Aqui la funcion particion @ 1 es un nimero asociado a aro S que codificaal es-

pectro de A. También se puede calcular la funcion particion supersimétrica usando

el nimero FERMIONIcO F' (definido como el grado de la correspondiente forma dife-
rencia). Determina el nUmero EULER

F F
Try (-1) @, (1) =x(W).

Segundo, para hacer €l paso desde Mecanica Cuantica a la propagacion de
una particula en la Teoria Cuantica de Campos, hay que integrar con respecto a la
meétrica en la 1-variedad. En caso de un intervalo se obtiene € propagador usual, la
funcién GReeN del LAPLACEaNO,

j-: dte'® = % .

3 Teoria Conformal de Campos y Cuerdas
Ahora se introducira el primer pardmetro de o’ y se generalizara desde las

particulas puntuales y la Mecanica Cuanticaalas cuerdas y la Teoria Conformal de
Campos.
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3.1 Modelos sigma

Una cuerda se puede considerar como un lazo parametrizado. Asi que, en es-
te caso, se estudiaralavariedad W através de aplicaciones

1
w:S - W
es decir, através del espacio delazoslibres LW.
La cuantizacion asociard un espacio HILBERT a este espacio de lazos.
: , , 2
Aproximadamente, se podria pensar en este espacio HILBERT como L (LW), pero

es bueno pensar en é como un cuantizacion de un espesor infinitessmal del lugar de
los lazos constantes, W C LW. Estos lazos constantes son |os puntos fijos bajo la

obvia accion de S1 sobre el espacio de lazos. El fibrado normal a W en LW, des-

compone en espacios propios bajo esta accion de S1 y esto da una descripcion
(valida para un gran volumen de W) del espacio HILBERT ‘H & asociado a aro, co-

mo las secciones normalizables de un fibrado de un espacio Fock infinito sobre W.

Ha=L(W,F,© F)

donde € fibrado Fock esta definido como
F= n®>lSqn (TW)=C ® gTWe

Aqui se usa la variable formal ¢ para indicar la Z-graduacion de F y la notacion
estandar
N N
sV=Qq4's7,
q N >0

paralafuncion generadora de productos simétricos de un espacio vectorial V.

Cuando una cuerda se mueve en € tiempo, barre una superficie X. Para una

cuerda libre, X tiene la topologia de S x 1, pero también se puede considerar, sin

costo extra, cuerdas interactivas que se unen y se hienden. En ese caso X sera una
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superficie orientada, de topologia arbitraria. Asi, en € formalismo LAGRANGEano
uno se permite considerar aplicaciones

w:—->W
Hay una accién natural para un tal modelo sigma s se escoge una estrella HODGE 0

una estructura conformal sobre X (conjuntamente, desde luego, con una métrica

RIEMANN g sobre W)
S(w) =jg#vdw“A*dw Y
z

L os puntos criticos de S(w) son las aplicaciones armonicas.

En el formalismo LAGRANGEano de cuantizacion se consideralaintegral de

linea formal sobre todas las aplicacionesw: X — W,

-S/a’

z

? =JAW:E—>W6

Aqui laconstantea’ juega el papel de constante PLANCK en la superficie mundi, X,
de la cuerda. Puede absorberse en & volumen del W designado, reescalando la

métrica segln g — o' - g. Por consiguiente, € limite semiclasico o’ — 0 es equi-
vaente a limite vol(W) — oo .

3.2 Descripcion Functorial
En la descripcion functorial de Teoria Conformal de Campos, las aplicacio-

nes @, se abstraen de la definicion de modelo de sigma.

Ahora € punto de partida es una superficie RIEMANN, X, arbitraria (cerrada,
orientada) con borde. Este borde consiste en una coleccién de aros orientados. Es-
tos aros se califican como entrantes o salientes dependiendo de como concuerda su

10



Alberto Mejias

orientacion con lade X. A cada superficie X con m bordes entrantesy » salientes se

asocia una aplicacion lineal
®n ®n
Oy=Hgr — Hgr .
Estas aplicaciones no son independientes pero satisfacen los axiomas de empalme
que generalizan laley de la composicion simple (1)

Oy 0 Dy =Dy,

donde X se obtiene empalmando L Yy X, por sus bordes entrantes y salientes, res-
pectivamente.

De esta manera se obtiene 1o que se conoce como un functor modular. Tiene
unaricaestructura algebraica. Por g emplo, la esfera con tres agujeros da lugar a un

producto
O:Hae Ha— Ha

Usando & hecho que una esfera con cuatro agujeros puede obtenerse pegan-
do dos copias de |la esfera de tres agujeros se demuestra que este producto es esen-

cialmente conmutativo y asociativo. Para mas detalles ver, por gemplo, [12, 5].

4

11
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3.3 Campos B y gavillas
Hay una generalizacion franca de la accion de modelo de sigma (3.1) que in-

cluye una 2-forma B sobre W. Este llamado campo B (0 B-campo) agrega una fase

extra

exp z_[ w*B
s

en laintegral de linea. La dos-forma B debe considerarse como una dos-forma ana-

loga a una conexion. Su curvatura H, que locamente viene dada por H = dB, real-

3
mente representaaunaclase[H/2rx ] € H (W, Z). Asi, mas generdmente, si X se

considera como €l borde de unavariedad V' y la aplicacion w se extiende sobre V,

entonces & factor fase se define como

exp zj. w*H
Vv
Retrotrayendo B a espacio de lazos, se ve que actlia como una conexion en un fi-
brado lineal sobre LW.

Un tal campo B puede ser considerado como una conexion en una gavilla[9]

sobre la variedad W. Las gavillas son generalizaciones de fibrados lineales que so-

portan naturalmente, conexiones de p-formas. Objetos extensos como cuerdas y

branas estén estrechamente vinculados a estas teorias de p-formas.

3.4 Cuerdas y gravedad
La manera en gque larelatividad general surge de la teoria de cuerdas, es pro-

funda y agui se usara algun tiempo para explicar esto. Ya se ha visto que, a nivel

12
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clasico, cada modelo sigma, bidimensional es conformalmente, invariante. Para

describir la accién clésicay |a resultante ecuacion de movimiento (la condicion de
las aplicaciones armonicas) para aplicaciones £ — W solo se necesita la estrella
HODGE 0 una estructura conformal sobre X. Esto ya no es verdad a nivel cuantico.
Heuristicamente, se necesita una métrica completa y sobre X para definir la medida
en la integral de linea sobre todas las aplicaciones ¥ — W y esta dependencia
meétrica, de laintegral de linea destruye lainvariancia conformal de la Teoria Cuan-
tica

Asi que lafuncién de particion realmente es una funcion de ambas métricas g

sobre Wy y sobre X. Ahora se puede considerar un reescalamiento (constante)

y > u-A
de lamétrica delasuperficie mundi y determinar la u - dependenciade lafuncion
de particion ®(g, ¥ ). En general se encuentra un resultado distinto de cero.
El sorprendente resultado de teoria de renormalizacion estandar en Teoria

Cuantica de Campos, es que un reescalamiento en y puede absorberse en una rede-

finicion de lamétricag en W. Esto lleva alafamosa ecuacion de flujo del grupo de
renormalizacion [14]
0 0 _
[02[p, -2 ]z=0
ou =, Hv 09,
Aqui lafuncién beta ﬁuv es un campo vectorial sobre el espacio MET(W) de

métricas RIEMANN sobre W.

13
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Este efecto puede observarse més facilmente, en una expansion semiclésica
del modelo sigma en . Es decir, se considera aplicaciones que son aproximada-
mente constantes

w=wy+&

con &1 X — TwyW. En esta aproximacion la accion puede escribirse (esque-

maticamente) como
u_v_2A

_[guv(wo)ddfu/\*dﬁv+RW L IETE € Axde’.

Aqui la curvatura RIEMANN R se puede considerar como una pequefia

VAP
perturbacion en € limite de gran volumen. En la expansion de orden uno se en-

cuentra que
2
ﬁuv = a’R#V + O’ ).
Asi, aeste nivel de aproximaciones, lamétricaRiccl planacon

R =0,
uv

corresponde alas TCC's Cuanticas.

Una propiedad importante de la funcion  es que es un campo vectorial gra-

diente en MET(W)

B=VS S=||gRE)
donde S es la accion EINSTEIN-HILBERT parala métrica g en W. Las Teorias Con-

formales de Campos vienen dadas por ceros de By, asi, corresponden a los puntos

14
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criticos de S. En este sentido una TCC Cuantica corresponde a una solucion semi-

clasica de gravedad.

3.5 Geometria 'encordada'y T-dualidad

Los modelos sigma bidimensionales dan una deformacion monoparamétrica
natural, de Geometria Clasica. El parametro de deformacion es la congante
PLANCK a'. En @l limite o’ — 0, se localizan los lazos constantes y se recupera la
Mecéanica Cuantica o Teoria de Particulas Puntuales. Los lazos no constantes con-
tribuyen paraa’ distinto de cero.

Esta estructura es de lo mas familiar ahora, en la forma de cohomologia

cuantica para variedades KAHLER. Bajo circunstancias convenientes la integral de

d
linea | ocaliza aplicaciones holomorfas ponderadas por un factor de fase ¢ , donde d

t
esel gradoy g =e cont laretrotraida de laforma KAHLER complgjificada 9 +iB.
04

Asi las aplicacionesde TCC, (Dz’ tienen una expansion tipica[3]
O = ’ d
s = 24 Nd)
donde Nz(d) cuenta e nudmero de aplicaciones holomorfas ¥ —W. Puesto que,

. 1o/ . i
esencialmente, g ~ e Se Ve que estas correcciones no son perturbacional es desde

un punto de vista desde la superficie mundi. Alli son invisibles en una expansion
Taylor con respectoa’ .
De hecho se puede describir a espacio de modulos de las TCC's, aproxi-

madamente como sigue. Tendra componentes a que pueden describirse con respec-

to a un espacio de configuracion W. Para estos model os, |0os médul os parametrizan

15
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meétricas RiCCl planas méas una opcion de B-campo. Estos componentes tienen un
borde 'al infinito' qué describe variedades de gran volumen. Se puede usar €l para-
metro &’ como coordenada transversalocal en el cuello arededor de este borde. Al
algarse de este borde, hay hacer las correcciones cordales.

En el medio del espacio de mddul os pueden tener lugar fendmenos exaticos.
Por gjemplo, el grupo de automorfismos de la TCC puede saltar, |o que da lugar a
singularidades de orbidad en los puntos de simetria mejorados.

El mas llamativo de los fendmenos es que el espacio de médul os puede tener

otro borde que permite otra interpretacion semiclasica con respecto a una segunda
geometria clasica W . Estos puntos lucen como volimenes cuanticos o pequefios

con respecto a las variables originales en W; pero, también pueden interpretarse

como grandes volumenes con respecto a un conjunto de variables duales sobre una

variedad dual o reflejo W . En este caso se habla de una T-dualidad o dualidad T.
De esta manera se relacionan dos variedades Wy W ya que ellas dan lugar a la

misma TCC.

El gemplo mas ssimple de tal una T-dualidad ocurre para la compactificacion

toroidal. S W =T esuntoro, lasTCC'ssobre T y su dua T* son isomorfas. Esto

se explicara con mas detalle en 85.
4 Teoria M y Branas

Se ha visto como la TCC da lugar a una estructura rica con respecto a la
geometria modular formulada en términos de aplicaciones cI)Z . Parair desde TCC a

Teoria Cordal hay que dar dos pasos mas.

16
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4.1 Suma sobre topologias cordales

Primero, hay que generalizar a la situacion dénde las aplicaciones CDZ Nno son
solo funciones sobre € espacio de modulos, /\/lgn, de superficies RIEMANN, Sino

formas diferenciales més generales. De hecho, es particularmente interesante el ca-
so donde ellas son formas volumen, ya que permiten definir las llamadas amplitu-
des cordales como
Agz& ® .
g
Estatambién es la definicion general de invariantes GROMoOvV-WITTEN [12].

Aunque se ha suprimido la dependencia con respecto a los modulos de TCC,
se debe comprender que las amplitudes Ag (ahora asociadas a una superficie fo-
pologica de génerog) todaviatiene (entre otras) dependenciade a'.

Segundo, no basta considerar una amplitud cordal de unatopologia dada. Asi
como en Teoria de Campos se suma sobre todos los posibles grafos FEYNMAN, en
Teoria Cordal hay que sumar sobre todas | as topol ogias de la superficie mundi de la
cuerda. De hecho, hay que ensamblar a conjunto de estas amplitudes en una fun-

cion generadora.

2g-2
AR~ 37 4,
g>0

Aqui seintroduce la llamada constante de acoplamiento cordal 4. Desgraciadamen-

te esta funcion generadora puede ser, a lo sumo, una expansion en serie asintotica

de una funcién analitica 4(4). Un estimado grosero del volumen de /\/lg muestra

que, tipicamente,

17
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~ |
Ag 2g!
De hecho, argumentos de Fisica General determinan que las amplitudes no pertur-

bativas 4(4) tienen correcciones de laforma

VOED fg'zAg roEe™h.
g>0

Claramente, para acercarse la definicion apropiada de las amplitudes cordales, estas
correcciones no perturbativas tienen que ser comprendidas.

4.2 Teoria M

Se considerarén dos nuevas ideas notables.

1. LaTeoria cordal no es unateoria de cuerdas. No basta considerar |os espacios
de lazos. Hay que incluir otros objetos extendidos, colectivamente conocidos como

branas. Se puede intentar pensar en estos objetos como asociados a aplicaciones

mas generales V— W donde V es un espacio de dimension superior. Pero, € pro-

blema es que no hay una cuantizacion consistente que parta de 'pequefias’ branas a

lo largo de las lineas de Teoria de Cuerdas, es decir, una expansion donde se pueda

controlar €l tamafio de V (atravésde o’) y latopologia (através de 4). Sin embar-

go, mediante el formalismo de D-branas [13] éstos pueden analizarse exactamente
en lateoria perturbacional de cuerdas.
2. Como se ha enfatizado, las amplitudes 4 dependen de muchos pardmetros o

modulos. Aparte del acoplamiento cordal 4, todos los otros modul os tienen una in-

terpretacion geométrica, con respecto ala métricay a B-campo en W. El segundo

nuevo ingrediente es la vision de que se puede dar a lateoria de cuerdas sobre W,
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con acoplamiento cordal 4, una realizacion totalmente geométrica en términos de

una nueva teoria (Ilamada M-teoria 0 Teoria M) sobre la variedad W x s* dénde la

longitud del aro Y [18].

5 Compactificaciones Toriles

Como se puede ver hay una jerarquia natural de geometrias generalizadas,
ordinariamente asociadas a particulas, cuerdas y branas. Conforme a este punto de
vista una variedad 'clasica puede ser considerada como un elemento de tres cate-
gorias diferentes. Vista como un objeto en una de tales categorias, puede heredar
diferentes simetrias.

Aunque todavia no se puede dar una definicion completamente rigurosa de

gué es teoria M, se sabe qué tipo de datos se quiere asociar a un espacio W. Estos

datos contienen por o menos o siguiente

1. Unespacio modulal M de estructuras geométricas en W. Esta puede ser una

meétrica Riccl plana, pero, también, B-campos 0 sus generalizaciones.
Un reticulo de cargas, I”, que rotulalos varios sectores de la teoria.
Un grupo de simetrias, discreto, G, (el grupo de dualidad) que actta sobre €l

W N

reticulo I, que, tipicamente, formaré una representacion irreducible.
4. Un fibrado de un espacio HILBERT

H=D H(

yel
sobre el espacio modulal M, graduado por €l reticulo de cargas 7.

Esta jerarquia de estructuras puede ilustrarse muy bien con una clase muy

simple de variedades: |0sn-toros, escritos como codentes
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T =R"/R

con R un reticulo de rango .

5.1 Particulas en un toro

L os estados de una particula puntual, mecanico-cuantica, en T, son rotulados
convenientemente por su momento

peR*.
ipw 2
Las funcionesdeondae’ forman unabasede H = L (T) que diagonaliza
2
a HAMILTONIano H =- A=p . Asi que se puede escribir
H= D H(p)
peR*

donde las partes graduadas H (p) son monodimensionales. Hay una accion natural
del grupo de simetria

G =SL(n, Z) = Aut R

sobre €l reticulo I = R y el espacio HILBERT H. (Estas transformaciones, en gene-
ral, no degjaran invariante a la métrica, sino que, mas bien, daran por retrotraccion
otramétricaplanaen T.)

5.2 Cuerdas sobre un toro

En e caso de una cuerda que se mueve sobre el toro T, los estados también
se rotulan por su nimero de devanado
reR.
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El nUmero de devanado simplemente distingue los varios componentes co-

nexos del espacio de lazos LT, yaque

T LT=nT = R
Por tanto, se ve una ocurrencia natural del llamado reticulo NARAIN
I'""=R® R*.
Este es un reticulo autodual, par, de signatura (2, #) con producto interno
p=(rk), q2=2r k.

Resulta que las simetrias del reticulo ™" se elevan a Simetrias de toda la te-

oria conformal de campos. Los grupos de simetria
SO(nn, Z)=Aut """

se llaman las T-dualidades. Un g emplo particular es el intercambio T < T*. Des-
de esta perspectiva, puede considerarse que la cuerda se mueve sobre el espacio
T x T*. SI se considera estados quirales o BPS en |la supercuerda, entonces € es-

pacio HILBERT graduado H (g) viene dado por
1 2
con respecto al espacio Fock

F = élsqn ®)® A,R)=D q" 7.

21



Matematicas de Teoria M

Notese que e diagrama DYNKIN de la correspondiente &agebra LIE

D = so(n, n) seobtieneapartirde 4, _, = s/(n), agregando unaraiz extra. Las re-

flexiones en estaraiz representan la T-dualidad que aplicaT aT*.

5.3 Branas en un toro
Al considerar de lleno la M-teoria, € reticulo de cargas se vuelve mas com-

plicado. Paravalores pequeiios den (n > 4), se puede escribir como

r n,n ® Hpar/impar (T)

Aqui se aprecia que €l reticulo de branas (que son pares o impares depen-

diendo ddl tipo de teoria de cuerdas que se considere)

par/ impar ~ par/impar s
H (T)= A

L,

transforma como semiespinores las representaciones bagjo e grupo de T-dualidad

SO (n,n, Z.). El grupo de dualidad completo, resulta ser el grupo excepcional sobre
los enteros

E . (7).
Asi seve que lajerarquia se reflgja en los grupos de simetria
SL(n,Z) © SO(n,nZ) C E_, ,(Z)

derangosn —1, n y n +1 respectivamente. Y a es muy profunda (y generalmente no

contestada) la pregunta de cud es la estructura matematica 'correcta asociada a un

n-toro, quedalugar a grupo £, , (Z).
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En este caso, también se tiene evidenciaindirecta de como debe comportarse

el espacio HILBERT graduado H. Si se considera los |lamados estados BPS |as par-
tes graduadas H (y) deben ser finito-dimensionales y para y grande se puede esti-

mar Su crecimiento

dim H(y) ~ exp S(y)

donde S(y) esla entropia. Argumentos de fisica de agujeros negros establecen que

S() = Jo(r).

con Q(y) un invariante algebraico del grupo de dualidad G. Por gemplo, paran =5
conG = E el reticulo I" tienerango 26 y O es la famosa invariante cibica. Simi-

larmente, paran =6y G = E_, se obtiene lainvariante cuartica de la representacion

56-dimensional.

6 D-Branas
El ingrediente crucial para extender la Teoria de Cuerdas mas alla de la Teo-
ria de Perturbacion, es D-branas [13]. Desde un punto de vista matemético, D-

branas puede ser considerado como una version relativa de la Teoria GROMOV-

WITTEN. El punto de partida es ahora un par de variedades relativas (W, V) con W

una variedad d-dimensional y V C.W, cerrada Las superficies mundi de la cuerda

se definen como superficies RIEMANN X con borde 0% y la clase de aplicacionesw:

> — W, debe satisfacer
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w(oZ) C V.

Es decir, & borde de las superficies Riemann debe aplicarse al subespacio V.
Nétese que en una descripcion functorial, ahora, hay dos tipos de bordes de

superficie. Primero, hay los bordes tipo tiempo recién descritos. Aqui se escoge

una condicion de borde definida, a saber, que lacuerdaquede en la D-brana V.

Segundo, hay bordes tipo espacio que se han considerado antes. Estos son un in-
grediente esencial en cualquier descripcion HAMILTONiana. Sobre estos bordes se
escogen condiciones de valores iniciales que se propagan con el tiempo. En la teor-
ia de cuerdas cerradas estos bordes son cerrados y por consiguiente son sumas de

aros. Con D-branas hay un segundo tipo de borde: la cuerda abierta con € intervalo
I=[0,1].

La ocurrencia de dos tipos de bordes tipo espacio, puede comprenderse por-

gue hay varias maneras de escoger una coordenada 'tiempo’ en una superficie RIE-

D 1 .
MANN con borde. Localmente una tal superficie siemprelucecomo S x R 0 IxR.

Esta ambigiiedad de como tajar ala superficie, es un nuevo ingrediente poderoso en

|ateoriade cuerdas abiertas.

A la TCC descrita por e par (W, V), se asociara una categoria modulal ex-

tendida. Tiene dos tipos de objetos o 1-variedades: el aro S1 (lacuerdacerrada) y el
intervalo I = [0,1] (la cuerda abierta). Los morfismos entre dos 1-variedades son de

nuevo bordismos o superficies RIEMANN X, ahora con un posible borde. Ahora se
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tienen dos tipos de espacios HILBERT: cuerdas cerradas H Y las cuerdas abiertas

H.

I

Semiclasicamente, el espacio HILBERT cuerda abierta viene dado por
2
H,=L(V,F)
con fibrado de espacio Fock

F= g?lsqn (T'W).

Nétese que se tiene una sola copia del espacio Fock F, las condiciones de contorno

al final del intervalo, relacionan las levomotricesy las dextromotrices. Ademas, 10s

campos son secciones del fibrado de espacio Fock sobre |la D-brana V, no sobre

toda la variedad espaciotiempo W. En este sentido los estados de cuerdas abiertas,

se localizan en la D-brana.

Se ha visto que un nuevo ingrediente importante en el paso de |la geometria
clasica ala geometria 'encordadal, es el campo de 2-forma B, técnicamente una co-
nexion sobre una gavilla. Se acopla alahoja mundi de la cuerdavia

[ B
z
El factor de fase
exp ZI B
z
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que aparece en laintegral de linea, debe considerarse como la generalizacion de la
holonomia de una conexion en un fibrado lineal asociado a un lazo. Satisface un
invarianciade calibracion

B — B+dA.

Si ahora, se trabgja en la categoria de superficies RIEMANN con bordes, se ve que
tales aplicaciones no son invariantes por calibracion, sino que escogen un fector de

fase

exp zj A
ox

Sin embargo, en las superficies con borde, se puede ponderar la integral de linea

con un factor de fase, extra. Sea4 una conexion (en un fibrado lineal trivial) en V.

Entonces se puede agregar €l factor de fase de holonomia

exp i| A
)
Ahora se puede ver que e sistema tiene un invariancia de calibracion generalizada
donde aparte de la transformacion de B, se tiene
A—A-A.

Esto Ileva a una nocion generalizada de curvaturainvariante por calibracion
F =dA +B.

Esta ecuacion implica inmediatamente que, restringida a la D-brana V, la curvatu-
raH = dB debe desaparecer.
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6.1 Branas y matrices
Uno de los hechos maés notables es que las D-branas puede estar dotadas de
una multiplicidad N que, naturalmente, lleva a una estructura no abeliana[19].

Dada una categoria modular como se ha descrito anteriormente, hay una ma-

nera simple, en que ésta puede ser tensorada sobre las matrices HERMITEanas N x N.

Simplemente se reemplazaal espacio HILBERT H  asociado & intervalo I por
H, Mat,

con la condicion de HERMITECidad
(ﬁ’ ® MI)* =y* @ MIJ'

Las aplicaciones CDZ se generalizan como sigue. Para smplificar, consi-
dérese, primero, a una superficie £ con un solo borde C. Supdngase que C contiene
n espacios HILBERT de cuerdas abiertas 'entrantes, con los estados vy ® Ml,...,
v, ® M, . Estos estados ahora tienen valores matriciales. Asi, el nuevo morfismo
esta definido como

D (6, ® My v,® M)=® (0o v JTM oo, M,).

En caso de mas de un componente de borde, simplemente se tiene una traza adicio-
nal por cada componente.
En particular se puede considerar el diagrama de disco con tres inserciones

de cuerdas abiertas. Considerando esto como una aplicacion
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(DZ:H1® H,—H,
Se ve que este vértice de interaccion de cuerdas abiertas viene dado ahora, por
(I)Z(U)l ® Mla 1/}2® Mz) = (wl * 7/)2)(M1 Mz)

Asi se hatensorado producto cordal asociado, con la multiplicacion matricial.

Si se considera el limite geométrico donde la TCC se piensa como el modelo

sigma semiclasico sobre W, los campos cordales que corresponden a los estados en

el espacio HILBERT de cuerda abierta  , se vol veran campos con valores matricia-
les sobre la D-brana V, es0 es, pueden ser considerados como secciones de End (E)

con E un fibrado vectorial (trivial) sobre V.

Esta estructura matricial aparece naturalmente si se consideran N D-branas

diferentes V..., V . Ental caso, se tiene unamatriz de cuerdas abiertas que se esti-
ran desde la brana V, a la V.. En este caso no hay ninguna descripcion de fibrado

vectorial obvia. Pero, si todas los D-branas coinciden, V, = - = V,, aparece una
simetria U (N).

6.2 D-branas y K-teoria
La relacion con fibrados vectoriales ha demostrado ser sumamente poderosa.
El proximo paso es considerar D-branas con fibrados vectoriales no triviales. Re-

sulta que estas configuraciones pueden ser consideradas como compuestas de bra-
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nas de varias dimensiones [7]. Hay una formula precisa que relaciona la topologia

fibrado vectorial £ con la carga de la brana p(E) que puede ser considerada como

una clase en H*(W). (Por conveniencia se consideraran primero las branas maxi-
males V=W.) Se escribe[10]
~ 12
p(E) = ch(E)A € H*(W). (2)

Aqui ch(E) es el cardcter CHERN (generalizado) ch(E) = Tr exp(F/ 2mi)y A esel

género que aparece en el teorema del indice de ATIYAH-SNGER. Notese gque la car-

gade la D-brana puede ser fraccionaria.
Branas de menor dimension, pueden describirse empezando con dos branas

de la mayor dimensién, con fibrados vectoriales £, y E,, de cargas opuestas. Fisi-

camente dos de tales branas se aniquilaran dejando atrés una coleccion de branas de
menor dimension. Matematicamente el objeto resultante debe ser considerado co-

mo un fibrado virtual £, © E, que representa a una clase en el grupo de K-teoria

0
K (W) deW [20]. De hecho la aplicacion 1 en (2) es una correspondencia muy co-

nocida

even

e KO(W) — H™ (W)

gue es un isomorfismo cuando es tensorado con los reales. En este sentido hay una
aplicacion 1-a-lentrelas D-branasy las clases de K-teoria [20]. Estarelacion con la

K-teoria ha demostrado ser muy (Util.
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6.3 Ejemplo: el teorema del indice
Un buen g emplo del poder de interpretacion entre cuerdas abiertas y cerra-
das, es la emergencia natural del teorema del indice. Considérese € cilindro X =

S"x I entre dos D-branas descritas por fibrados vectoriales (virtuales) £, y E.,. Esto
se puede ver como diagrama de cuerda cerrada con estado entrante |E ) Y estado
saliente |E,)

O = (E|E,).

Interpretando el estado del borde de la D-brana en términos de estados fun-

damental es de cuerdas cerradas (dados por |as clases de cohomologia) se tiene

|E)=pu(E) € H*(W).
Asi que

cpzzjw ch(E,) ch(E 5)A.

Por otro lado también se puede ver a cilindro como una traza sobre los esta-
dos de cuerdas abiertas, con condiciones de contorno rotuladas por £, y E,. Los es-

tados fundamentales en , son secciones del fibrado espinor DIRAC torcidas por

E® E; Esto da

o, =TrH, (-1)" = indice(D

E1® E*Z)'

Asi que € teoremadel indice sigue el ementalmente.
7 U-dualidad

Se ha indicado que en lateoria M no se busca incluir solo cuerdas, sin6 tam-
bién, D-branas (e incluso otros objetos extensos que no se discutiran aqui, como NS
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5-branas y monopolos KALUzA-KLEIN). Asi, en €l limite de pequefios acoplamien-
tos cordales /, todo el espacio HILBERT cordal (con segunda cuantizacion) luciria
como

H = S8"(Heyeraa) ® S*(Hprgnd)-
Claro que nuestra discusion hasta ahora ha sido muy sesgada. En la teoria total
habra simetrias, llamadas U-dualidades o dualidades U, que intercambiaran cuerdas
y branas.

En la actualidad hay muy pocas formulaciones de M-teoria que presenten un
tal acercamiento de manifiestos invariantes por duaidad. Sélo para la teoria matri-
cia [1] de compactificaciones muy especiales (como las de toros de baja dimen-
sion) o lafamosa correspondencia ADS- TCC [11], se daunadefinicion precisa, no

perturbacional.

Aqui se dara un gjemplo bastante simple de una tal simetria que aparece al

4
compactificar la supercuerda (Tipo I1A) enun 4-toro T = R/ L. En este caso, €
reticulo de cargas tiene rango 16 y puede escribirse como
4,4 0, 4

I o K (T).
Forma una representacion espinorial irreducible bajo € grupo de U-dualidad

G =80(5,5, 7).
Noétese que € subgrupo de T-duaidad SO (4,4, Z) tiene tres representaciones in-

equivalentes 8-dimensionales (relacionadas por trialidad). Las cuerdas con reticulo

4,4 . : :
NARAIN " setransforman en la representacion vectorial, mientras que las branas
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12

0 4 ar
par-dimensionales, rotuladas por el K-grupo K (T ) A’ L”, se transforman en

la representacion espinoria. (Las D-branas impar-dimensionales, que son rotuladas
1

por K (T)y que aparecen en lateoria Tipo |1B, se transforman en la representacion

espinorial conjugada) .

Para calcular €l espectro de supercuerdas hay que introducir el correspon-

diente espacio Fock. Viene dado por

F= @5, R AR =D ¢"FN),
n=1 n=z
4,4
El espacio HILBERT de cuerdas BPS, con momenta adquiridosp € I, vie-

ne dado, entonces, por
1 2
cherda (p) = f(Ep )

Para D-branas se toma un enfoque completamente diferente. Puesto que €l
sistema solo estd aclarado para acoplamientos cordales pequefios, hay que usar

métodos semiclasicos. Considérese una D-brana que corresponde a una clase de K -

teoria, E, con vector de carga i = ch(E) € H*(T). A tal fibrado vectorial, se puede

asociar un espacio modula MM de conexiones auto-duales. (Si se trabajara en el

contexto holomorfal, se podria considerar igualmente bien los espacios modulales

de haces holomorfos de esta clase topologica). Ahora, afortunadamente, se sabe

mucho sobre estos espacios modulales. Ellos son hiperKAHLER y (para p primitivo)

32



Alberto Mejias

tersos. De hecho, ellos son, topol 6gicamente, esquemas HILBERT [11] qué son de-

formaciones de productos simétricos
u¥2, a4 %2 4
MM% Hilbw (T)~S (T).

Determinando |os estados BPS mediante cuanti zacion geométrica se encuentra que
Hbmna(lu) =H* (M,u)
Se han determinado las cohomologias de estos espacios de modulos [8] con € re-

sultado de que
®q"H( HiLe (T)) = 7.

Esto da € resultado final

Hbmna('u ) = ‘F('u 2/2) = cherda (p)

donde 11 y p estén relacionados por unatransformacion de U-dualidad SO (5,5, 7).

8 Geometria No Conmutativa

Desde € punto de vista presente, las D-branas y las cuerdas abiertas corres-
pondientes, parecen indicar que en una mas acabada formulacion de M-teoria, la
Geometria No Conmutativa ha jugado un papel fundamental [2], [17]. Una de las
indicaciones es la ocurrencia de campos B en la teoria de cuerdas. Aproximada-
mente en la presencia de un tal B-campo (constante) las coordenadas de espacio-

tiempo ya no conmutan, Sino que, mas bien, satisfacen

[WM,WV] =B

%
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Uno de los resultados mas Ilamativos es que la teoria de calibracion de las D-
branas, en la presencia de un tal B-campo, de hecho, es invariante bgjo € grupo de
T-dualidad mediante e concepto de equivalencia MoRITA. Exploraciones adiciona-
les de los eslabones entre la Teoria de cuerdas y Geometria no Conmutativa, bien
pueden dar |a clave para una ultima comprension de M-teoria.
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