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PROBLEMA METODO APROXIMADO (RITZ — ERROR CUADRATICO).- Para la viga doblemente
apoyada, sometida a la accion de una fuerza distribuida constante de intensidad ¢, como se muestra en la figura

adjunta, determine en forma analitica:
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Distribucion del momento flector M(x)

La ecuacion de la flecha w(x) del eje neutro w(x)
La energia Acumulada en la viga en funcion de la rigidez a la flexion El, la longitud L y la carga qo.

Utilizando el método de los residuos ponderado (error cuadratico), se pide determinar la deflexién w(x),
para la flecha utilice la siguiente aproximacion.
N

N

" inx

w= Z a; sen—— = Z a; p;i(x) =a’p = ap”
i=1 i=1

o o0 oo

Tome solo los tres primeros términos del polinomio de aproximacion.

Compare los resultados obtenidos mediante el método de residuos ponderados y los resultados analiticos en
especial los momentos flectores, deflexiones y la energia interna acumulada, comente los resultados.
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DESARROLLO

a.-
QoX

aol/2

b.- EIw(x) = M(x)

Escuela de Posgrado - Maestria en Ingenieria Mecanica
METODO DE ELEMENTOS FINITOS



&

2
JERN

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD
CATOLICA
DEL PERU

Ly,

S“Nfa’?@
MI ~y
\ms/"

ET

. qolx  qox?
El = -
W) =3 2
o qolx? qox3
El = — C
w(x) 7 6 +C
3 4
Elw(x) =22 9% 4 Cx+ Cy oo (1)

Aplicando las condiciones de borde tenemos lo siguiente

)

Para:
3)

v X=0 se tiene w(x)=0
v X=L se tiene w(x)=0

Remplazamos 2y 3 en 1 y tenemos que:

C,=0
Ci=-qoL%24
De donde la ecuacién de la deflexion sera:
_ QoX 3 3 __ 9.2
w(x) = 24E1(x + L° — 2x°L)

C.-
EIw" (x) = q(x) Ecuacion Diferencial

1 L ., L
nw) = Ef EIw"(x)?*dx —f q(x)w(x)dx
0 0
II1(w) : Minimo Potencial Elastico

d.-
A.-METODO DE RITZ
Los pasos 1y 2 ya estan realizadas puesto que el potencial elastico IT(w) y la eleccién de las funciones de base

son conocidos por el enunciado del problema.
L

L
nw) = %f EIw"(x)?dx —J. q()w(x)dx
0 0

Paso 03:
_ 1t : -
@) =5 J Ela" "¢ T adx — f q(x)a’ pdx
0 0
W) = Ean Elp"pTdxa — an q()pdx = 5a"Ka—a'f
0 0
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L
K= Elf 0 o Tdx
0

X
SenT
my\* H iz senﬂ X imx
Kz(z) Elfo : L [SenT' izsenT,
sten%
i A

Para el elemento Kj; de la matriz de rigidez se tiene
L
K;i = Elf px) ;o) jdx

L' imx  jmx
2 il
K= EI( ) (i) f sen L sen L dx
Por
L imx X 1
f sen—sen]—dx—{ /2 para
0 L para

sﬂNﬂq,‘;/
s | CATOLICA
DEL PERU
La matriz de rigidez K y el vector de carga f pueden ser calculados en forma muy sencilla

i=j
L#]

Son todos los K;;=0 para i# j y K se convierte en una matriz diagonal, el problema nos pide que aproximemos

los tres primeros términos del polinomio
E 0 O
2
T 4 24-
K=(-) EIL —
o) EiLlo = 0
34
0 0 —
B 2 |
_1 0
. 2
16
K= (Z) EiLlo =
0 O

El vector de cargas F se obtiene
L
£ = waix
0

f= j qosen—dx
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f= qoL <1 - (_1)i>

ET{y),

_ | @

QOL
2/
Paso 04:
Determinaremos los coeficientes desconocidos a;
-1 0-
2
El | 16 % g
p i 0 — az | = )
° g1 |3 /3
0 0 —
2
4 i q0L4-
a= 0 EIns
0.0164] %™

Paso 05:
Con los valores calculados hallamos la distribucion de la flecha w(x)

3mx
[4sen + 0. 0164senT

w(x) = EI 3

B.-METODO DE RESIDUOS PONDERADOS ERROR CUADRATICO
Introduciendo la funcién de base seleccionada w (x) en la ecuacion diferencial encontramos la funcién de

error &X)

"

N

W= Za sen——Zal(pl(x)—a @ =ap’

i=1 i=1
El método del error cuadratico nos lleva a las siguientes ecuaciones de solucion para los parametros

=

desconocidos a; de la solucion aproximada w(x)
L

9 L
a—f e(x)?dx =0 esdecir 2] e(x)e(x) ,dx =0
0 0

Las funciones de ponderacion resultan de:
wi(x) = e(x) 4

En el ejemplo tratado tenemos:
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e(x) =Ela"¢" — q(x) = Elp"Ta — q(x)

¢

£(x).q = Elp""

L L
El f "¢ Tdxa — f @"'q(x)dx =0
0 0

Ka-f=0
Entonces se tiene:

L
K — Elf go/m(p//”de
0

L
f = fo 0" q(x)dx

Resolviendo K tenemos

inx
o(x) = senT

, _ (in)l imx
Q'(x) = ) €0
. _ (in)z imx
e"(x) = ) sen—
" _ (in)3 imx
@"'(x) = ) cos
- _ (in)4 imx
@""'(x) ) sen—T
L
K= Elf "o Tdx
0
TX
sen L
T\ 8 Ll g, U X i Nmx
K= (Z) EIJ0 l Se? L [senT, i4sen?, ,N*sen——|dx
N4 Nmx
|N*sen |
Para el elemento Kj; de la matriz de rigidez se tiene
L
Kl-j=EIf o(x) l.q)(x) jdx
0
L inx  jmx
sen—seanx

K =EI (%)8 (ij)‘*jo .
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Por

imx

L ITTX 1
f sen—sen]— dx = /2
0 L 0

para i =j

para

L#]

Son todos los K;;=0 para i# j y K se convierte en una matriz diagonal, el problema nos pide que aproximemos

los tres primeros términos del polinomio.
_18 -
— 0 0
8 8
2
K:(Z) ElLlo = o
0 O 3
2
E 0 0
2
K—(—)4EIL 256
B2 R
6561
2
Desarrollo de f:
L
f= J ¢ q(x)dx
0
_J‘L (in)4 inxd
f= ; 9o I sen I X
3 2
F=220
54
Determinaremos los coeficientes desconocidos a;
E 0 0
2 a 2
EL sl, 256 ol = 0
T R e
6561
2
[ 4 q0L4
a= —_—
5
0.0164) EI™

Con los valores calculados hallamos la distribucién de la flecha w(x)
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QOL4
ElmS

_ X 3mx
w(x) = [4567’17 + 0.0164senT

e.- Comparacion de resultados.

COMPARACION DE METODOS

RITZ - ERROR DE | SOLUCION

CUADRATURA EXACTA

w(x; w(x;

Xi/ (‘)/< 51) (‘)/(El)
L qoL* qoL*
1/8 | 0.005052 0.005056
1/4 | 0.009281 0.009277
3/8 | 0.012056 0.012054
1/2 | 0.013017 0.013021
5/8 | 0.012056 0.012054
3/4 | 0.009281 0.009277
7/8 | 0.005052 0.005056
Xi/ M (x;) / Mg (x;) /
L %Lz %LZ
1/8 | 0.053766 0.054688
1/4 | 0.094587 0.093750
3/8 | 0.117364 0.117188
1/2 | 0.124246 0.125000
5/8 | 0.117364 0.117188
3/4 | 0.094587 0.093750
7/8 | 0.053766 0.054688

Tabla 01 — Cuadro de Comparaciones
CONCLUSIONES:

Al hacer las primeras comparaciones entre los métodos aproximados de Ritz y residuos ponderados pues
demostramos que vienen a ser los mismos resultados a pesar de que Ritz trabajo con la segunda derivada y el
residuo con la cuarta derivada de la funcion de base, esto se confirma con la igualdad de las constantes a, que
son iguales por los dos métodos:

QOL4
Elns

4
a =
0.0164

Sobre la comparacion con los resultados analiticos pues también podemos demostrar que hay una similitud de
valores como se puede ver en el tabla 1 con errores que no superan el 1.7%, lo cual se confirma lo dicho con los
métodos de aproximacion.
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