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Fórmulas fundamentales de la trigonometría plana
Teorema 1.1 (del seno): Si ABC es un triángulo entonces
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Donde S es el área  y R es del  radio de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC.

Demostración: En efecto,  ABA’C siendo un paralelogramo,

[image: image2.png]ch_chsen A _abesen 4

5 choend
2 2 2
de donde resulta que:
a _abc
send 28
Por permutacién circular se pueden escribir también las igualdades:
b _abe ¢ _abc

= ¥
senB 28 senC 28

13

Luego, puesto que CC' es un didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, el tridngulo BCC'

esrectangulo en By C'= 4 Asi
a=2Rsen C'= 2R sen A

4




Ahora,  de las igualdades (1.2) – (1.4) resulta la igualdad (1.1).

 Observación 1.1: El teorema del seno es útil sobre todo  cuando en el triángulo se conocen un lado y los ángulos situados sobre este lado, dos ángulos y el lado opuesto a uno de ellos o dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos.
[image: image3.png]En este itimo caso, suponiendo que se conocen a loslados & y & y el dngulo A segn el teorema del
seno, resuta que

5 _bsend
sen =222 50
a
baend N N
Si cr=arcsen | Z22 | entonces 0 < o <90°. Tendremos siempre la solucion 8= y si @ >4
a

habra una segunda solucion: & =180°-¢ (asila medida del tercer angulo serd @~ A y utilizando el
teorema del seno, se puede calcular el tercer lado, opuesto  este utimo dngulo)




Teorema 1.2 (del coseno): En el triángulo ABC,
[image: image4.png]& =%+t - 2bccos

? ¢t - 2ac cos B

? b7 - 2ab cosC

15




Demostración: Puesto que las dos últimas igualdades se deducen  de la primera por permutación circular, basta comprobar la primera:
[image: image5.png]2 2 2 —2
o* = |8C[ = |2d+4C| - (B4+4C) (BA+2CI-B4 +4C + 224 4

=c?+b? +2chcos (- Al=b" +c? ~2bccos A




 Observación 1.2: El teorema del coseno es útil para hallar un lado de triángulo

, cuando se conocen los otros dos lados y el ángulo formado por ellos o para hallar los ángulos cuando se conocen los tres lados. En este último caso se aplicarán las fórmulas:
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Teorema 1.3 (de Neper): En el triángulo ABC,
[image: image7.png]



Demostración: Utilizando las propiedades de las proporciones, de (1.1) se deduce que
[image: image8.png]a b a-b a+h
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Observación 1.3: La fórmula (1.6.) se puede escribir también en la forma siguiente:
[image: image9.png]an

Sien el tridngulo ABC se conocen @, & y € entonces conla formula (1.7) se puede hallar A— £ Luego

teniendo en cuenta que A+8 = 77— C . se formaun sistema para determinar los angulos A y &




Teorema (1.4) (de Herón): Si se conocen los tres lados a, b y c del triángulo ABC entonces su área S se puede calcular según la fórmula siguiente:
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Demostración: Según la primera fórmula de la observación (2.2),

[image: image12.png]sen? d=1-cos® A=

a?—ib=c i |jo+er - a—btcla+b—clbte—allb+ctal
4p%c* apc?

4

= plpmalp-bip-cl

Asi,

mﬁ:; plp-alp-bip—c

c

Luego, segiin el teorema del seno

send_ 25
a  abc

S=plp-a)(p-8)(p-c) (L]

de donde resuta que




Observación 1.5: 
[image: image13.png]SIABC es un tidngulo, e el drea del paralelogramo construido sobre los vectores 4B y AC el médulo

del producto vectorial A8 AACy asi

25= HAE AAC H ‘det‘AB',Ac (1.63)




Conociendo las coordenadas de los puntos A, B y C en un sistema de referencia orto-normal, esta fórmula permite calcular  el área del triángulo, sin hallar sus lados y sin aplicar la fórmula de Herón. Utilizando la definición del producto vectorial y el teorema del seno, de la fórmula anterior resulta  también que
[image: image14.png]_bcsend _casenB _absenC
2 2 2
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(1.86)
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2sen B 2sen € 2sen 4

(180)




Baricentro

[image: image15.png]Sea B el espacio vectorial asociado al espacio afin E. Si E esuna recta, £ es el condunto de los vectores
sobre esa recta: si E es un plano, & es el conjunto de los vectores de ese planoy si E s el espacio
tridimensional £ es el conjunto delos vectores del espacio. La correspondencia  (4,8) — AB entre

Ey E es biyectivay tiene las propiedades siguientes:
1) VABCeE AB+BC = AC (Propiedad de Chasles)
)VAeEyVieE IBek talque AB =7

SiAeEyaeR. el parordenado (A o) se llamara punto ponderado. Se dice que a es el peso del punto
A Para cualquier sistema de puntos ponderados

Al 4., . (4. @
@+ +-r + &, es el peso del sistema.

Definicion 2.

i (AL, (4,00, . (4.a,) esun sistema de puntos

ponderados de E. y M € & . entonces la funcién £ : & — & definida por

J@0 =3 a Mk
=t
se llama la funcion vectorial de Leibniz.




Teorema 2.1: La función vectorial de Leibniz es constante si el peso del sistema de puntos ponderados es nulo y es biyectiva en el caso contrario.

Demostración: 
[image: image16.png]Enefecto, cualesquiera que sean O, € £ (O siendo un punto fijo)

700= T a3 = £ 00 +04)

= =

[ja] MO +3 0k = £(0)-
=
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Obviamente. si 3" ay
=

0. entonces f(M) =F(0). cualquiera que sea el punto My asi f es una funcién

constante.

Porel contrario. si a=" @ = 0. cualquiera que sea 7€ &
e

FOD=i & FO-aoM =7 = o =L(70)-7)
@

Puesto que en Ia itima de las tres ecuaciones equivalentes solo puede existir un solo punto M que la
verifique, resulta que, el vector & tiene un antecedente dnico por f , es decir Ia funcion £ es biyectiva




Definición 2.2: El baricentro del sistema de puntos ponderados (2.1) es el único  punto G que cumple una de las dos condiciones equivalentes:

[image: image17.png]



Propiedades del baricentro:

1) No depende del orden de los puntos y pertenece al espacio afín E. 
[image: image18.png]2) Sire R entonces los sistemas de puntos ponderados

= (4. y 8= (4ra) )

tienen el mismo baricentro. En efecto si G es el baricentro de Sy G' de §' entonces

oG’

204=06 = G'=
=

3) Siel sistema de puntos ponderados (2.1) tiene el baricentro G y k de ellos tienen el peso no nulo B
segiin Ia propiedad 1), se puede suponer que estos son los primeros k puntos. En este caso sea
G* el baricentro estos primeros k puntos ponderados y G+ el baricentro del sistema

(G, 81 (A, Gy b v, (4, @, | Asi teniendo en cuenta que

Bt Gy oot Gy = (@ oo b G Gy o
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Portanto G'= G




      4)

[image: image19.png]Silos puntos 4, 4, ..., 4, del espacio afin E sontales que los vectores 4 A, , Ay ..., A A,

constituyen una base del espacio vectorial & entonces sea Mun punto cualquiera de E , cuyas

coordenadas son x), %, ..., %, en el sistema de referencia (4, 44,, ..., 44, ). Asi

AM =5ty +xp Ak et A
o que equivale a

oy 1A, + 5 My + oo+ 3, MA,
Portanto M es el baricentro del sistema de puntos ponderados

A=z =z == m L m L 7
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En consecuencia, el conjunto de los baricentros de los puntos 4, 4, ..., 4, es el espacio afin E

-SiE=(AB) y AC =348 entonces la abscisade punto C en el sistema de referencia (4, 43 |
es3 y Ces el baricentro del sistema de puntos ponderados (4,-2),(8,3)1
-SiE es el plano determinado por los puntos no alineados A, By C y AM = 348 +54C
entonces las coordenadas de M en el sistema de
referencia (4,4, AC | son (3.5) yM es el baricentro el sistema de puntos ponderados
(4-7,(831,(C.5)

Si en el planoE, con el sistema de referencia (0,7, 7). los puntos ponderados (2.1) tienen las

coordenadas A, (%. ) (k=12,...,%) ylas coordenadas del baricentro G son (xg,¢ ) entonces

- 1 R e
xel yei = —2 @ lxd +yJl=— [E“k‘k]’ +[E%M]
=1 al\E =

de donde resulta que

Ty A
A e @3
e Ly




[image: image20.png]De la misma manera, si E es el espacio tridimensional con el sistema de referencia (0,7, 7, | y los puntos
ponderados (2.1)tienen las coordenadas

Az rez)
Las coordenadas del baricentro G serdn las siguientes:

o Sa Saz,
xe = . ye=t y zp=L @4
S e e
= = =
Sien el sistema de puntos ponderados, @ = @, = - = &, entonces se el baricentro se llamar

isobaricentro y se podria considerar que @ =, &, =1En este caso las fomulas (12.2.4)

reescriben de la manera siguiente

P P It
re=t—  ye=t_ y z=E @5

Observacion 2.1: Si 4,
serd el punto A

A, = A cualesquiera que sean los pesos delos puntos, el baricentro




Observación 2.2: El isobaricentro G de los puntos A y B cumple la condición:
[image: image21.png]



Así, G es el punto medio del segmento [AB].

Observación 12.2.3: Si ABC es un triángulo, el isobaricentro G del sistema  (A,1), (B,1) y (C,1)  es el baricentro del sistema  (A’,2), (C,1) , donde A’ es el punto medio de [A,B]. Así G pertenece a la mediana [AA`]  y 
[image: image22.png]2GA +GA=0 o AG =204

3G

Dela misma manera se obtiene que G pertenece también a las medianas [BB7y {CC] y que BG

y CG =2CG _ Asi, las tres medianas pasan porel punto Gy G es el centro de gravedad del tringulo

ABC.




Observación 2.3: Si  en el triángulo ABC  A’, B’ y C’ son los puntos medios de los lados [BC], [AC] y [AB], respectivamente entonces
[image: image23.png]2a* +2b% - c*
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Baricentros notables en un triángulo 

En el párrafo anterior se ha visto que el centro de gravedad es el isobaricentro de los puntos A, B y C. A continuación se van a interpretar como baricentros de los puntos A, B , C  ciertos puntos notables del triángulo, como son, por ejemplo, el incentro , el circuncentro,  el ortocentro, etc.
 Teorema 3.1:
[image: image24.png]Siby. by y be son las bisectrices de los angulos interiores 4,8 y €' del tridngulo ABC,
respecivamente, entonces existe un dnico punto / tal que

Tebynbynbg 3]
y el punto 1, llamado incentro. es el baricentro del sistema de puntos ponderados

(4a). (Bbi (Cel 62

donde @. b y ¢ sonlos lados deltridngulo opuestos a los angulos 4,8 y €' respectivamente.

4B AC

Demostracion: Puesto qus los vectores. == == son vestores dirsctores uniaros de 05 2dos (45)
<
4B AC
Y(AQ) sl vector == + = sard un vector dirctor de fa bisseiriz b, De la misma manea, los
<
vectores
B BC CB T
+ y + =
< a a b

son vectores directores de las bisectrices by y b respectivamente




Para la existencia de un único punto I que verifique  la condición  (3.1) es preciso la existencia  de unos números reales  t, s, u  (únicos) tal que
[image: image25.png]1-





No es difícil comprobar que el último sistema es equivalente a la siguiente:

[image: image26.png]



La compatibilidad del sistema esta asegurada puesto, que al sustituir los valores de s u y t en la última ecuación, la igualdad se cumple. Así,
[image: image27.png]= L 4B +oaC)
P

=—laBA+cBC!
2p

= L lbcs+aci
2

Luego se observa que

Al +bB +cCl=0 & alA+bIB+cIC

(a+btcz0)




Por tanto, el punto 
[image: image28.wmf]I

 es el baricentro del sistema de puntos ponderados (12.2.2). Luego, puesto que I es el punto de concurrencia de los tres bisetrices, el punto I se encuentra a la misma distancia de los tres lados, es decir, 
[image: image29.wmf]I

 es el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC.



Observación 3.1: Utilizando el teorema del seno resulta que el incentro 
[image: image30.wmf]I

 del trián-gulo ABC es también baricentro del siguiente sistema de puntos ponderados:
[image: image31.png](4, 5en 41,(B 5en &, (C, sen &)




Teorema 3.2: 
[image: image32.png]Si en el triangulo ABC b, es la bisectriz del angulo interior A y
%y b sonlas bisectrices delos angulos exteriores comespondientes a los vértices By C.

respectivamente. entonces existe un dnico punto 7 , tal que

I eb,nBEnbG (33)

-t @4
2p-a)

P ©5)
2p-a)l @ «c

[P o) @8
20p-a)| @

y el punto 7. es el baricentro del sistema de puntos ponderados:

(d,al (B-b),(C—c) @7

donde @. b y ¢ sonlos lados deltridngulo opuestos a los angulos 4,8 y €' respectivamente.




Demostración: Puesto que los vectores 
[image: image33.png]¢

son vectores directores de las bisectrices de dngulos exteriores b5 y b . respectivamente. Para la

existencia de un tnico punto 7, que verifique la condicion (2.3) es precisola existencia de unos nimeros
reales t,s.u (dnicos) tal que

a7 =] A AT
¢ b
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] o lmvag-
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[image: image34.png]



El  último de los sistemas equivalentes es compatible determinado, puesto que la cuarta ecuación del sistema se cumple al sustituir en esta ecuación los valores obtenidos  para u y t a partir de las tres primeras ecuaciones. Sustituyendo los valores obtenidos para s,t, u  en las relaciones (3.8) resultan las fórmulas (3.4) – (3.6).

[image: image35.png]Luego, teniendo en cuenta que en un tridngulo un lado es siempre estrictamente menor que la suma de los
otros dos, tendremos &+c —a %0 y

abe (_AB_AC BC AB_CB AC
B e
btc—a|l ¢ & a ¢ a b

alA-bL,B-cI,C

Asi el teorema queda demostrado. Puesto que  es el punto comin de las bisectrices &,,b5 y b§ . las

distancias desde |, a las rectas (BC). (AC) y (AB) serdn las mismas y asi. 1, es el centro dela
circunferencia tangente a esas tres rectas




Teorema 3.3: 
[image: image36.png]Si en el tiiangulo ABC & es la bisectriz del 4ngulo interior B y

b4y bl son las bisectrices de los dngulos exteriores correspondientes a los vértices A y C.

respectivamente, entonces existe un dnico punto I tal que
I, ebynbynbg

R
2Ap-b)
ac [ﬂ

¢

2p-b)| ©
ab [E Eq]
_ab |50, C4
20-bla b
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respectivamente.
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Teorema 3.4: 
[image: image37.png]Si en el tridngulo ABC b es la bisectriz del dngulo interior ¢ y

b4y bS son las bisectrices de los dngulos exteriores correspondientes a los vértices Ay B
respectivamente. entonces existe un dnico punto 1, tal que

Ipeby bl nbg @1
A2 @15)
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B-_t [PA,C5 @18

2ol
@17
y el punto . es el baricentro del sistema de puntos pondsrados

(Ara),(Bb),(Cc) @19)

donde @, b y ¢ sonlos lados deltridngulo opuestos alos angulos A, 8 y €' respectivamente.




La demostración de los teoremas 3.3 y 3.4 se hace de la misma manera que la del teorema 3.2. 
Teorema 3.5:
 Si el triángulo ABC no es rectángulo entonces el baricentro H del sistema ponderado 
[image: image38.png]4,62 41,8 g8 I, tgC) (3.19)




, es el ortocentro del triángulo.

Demostración: 
[image: image39.png]Puesto que A+ B+C =7 tendremos
sl

gld+Bl=tgln-Cl = £
1-rgdgh

= gl+gB+igl=1gh g8 1gC
Puesto que las medidas de los dngulos de un tringulo son diferentes de 0 y .
tgd=0,tgB=0ytgC=0
y. asi,

igd+igB+igl=tghghgle0

Portanto, se puede hablar del baricentro H del sistema ponderado (3.19) y

g AHA+i1g BHB+1gCHC

= g AHi+gB4B-AH +1gClac-4H =

g CAC

S

AB+s

S

= lgd+gh+igClHi=1g

ac

"
h>J
5
a8

= wglghgl Hi=

= 4H =-ctg AlotgCAB +otg BAC)




Luego, de manera análoga, se obtiene que
[image: image40.png]BH = —ctg Bletg ABC +cig BA |

CH = —ctgCletg BCA+etg ACH)

Entonces, utilizando el teorema del seno, resulta que:

AH . BC = —ctg A |ctg C 4B BC +ctg BAC - BC |

ctg A |- accos BetgCvabeosCetg B

P [
= —actg Avos Bros & | —<2 =0
sonC  send

De la misma manera se puede averiguar que

BH.CH=0 y CH AB=0




Así, las rectas (AH), (BH) y (CH) son las alturas del triángulo y su punto común H es el ortocentro.
Observación 3.2: De la demostración del teorema anterior resulta que los vectores:
[image: image41.png]5, =ctgC 4B +ctg BAC
¥y =ctg ABC +ctgCBA (3.20)
o =ctg BUA+cig ACE

son vectores directores de las alturas /2 , /5 y k. del tridngulo ABC.




Observación 3.3: Si el triángulo ABC no es rectángulo, El ortocentro del triángulo es el baricento también de los siguientes sistemas ponderados:
[image: image42.png]



En efecto, utilizando los teoremas del seno y del coseno, se puede ver que las ternas siguientes son iguales o proporcionales:
[image: image43.png]e
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Teorema 3.6:     
[image: image44.png]SiABC no es un tridngulo recténgulo, sean 4
los ladosy

*C.B'= A*C y C los puntos medios de

e = (AT e = (B Ty ) gy = (O, 55

las mediatrices de los lados. Entonces existe un dnico punto O tal que
QemygOmugimg @21

yQes el baricentro del sistema de puntos ponderados:
\4,6gd), (B, 1g Bl (C", 12 C) (322




Demostración: En efecto, (12.3.11) se cumple si y solamente si existen  unos números reales t, s, u  tales que:
[image: image45.png](323
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Sustituyendo s en la última ecuación y teniendo en cuenta que para los ángulos de un triángulo se verifica siempre la igualdad: 
[image: image47.png]ctgA-ctgB+otgh cigCacigChotgi=1 (3.24)
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Así, el sistema (3.23) es equivalente a:
[image: image48.png]uwc,ggmgéumm% 0

que es compatible determinado puesto que los valores obtenidos de ty u verifican la cuarta ecuacién

uwcngMgéwm,gm%:%czgéwc,gamgéu%czg;mgm%
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Los valores obtenidos para u, s yt sustituidos en las relaciones (3.23) determinan de manera tnica el punto
Qytendremos

—2ltg A ACQ+1g 8. FQ+1gC T Q)= +5,+v =0

= A QA+igh OB +1gC.QC

Portanto, el punto Q es el baricentro del sistema ponderado (3.22). Teniendo en cuenta que el punto 0 es
el punto comn de las tres mediatrices de los lados del triangulo ABC. el punto 0 se encuentra a la misma
distancia de los vértices del tridngulo y asi es el centro de la circunferencia circunsciita al triangulo




Teorema 3.7:
 Si ABC es un triángulo, el punto Ω, centro de la circunferencia circunscrita, es el baricentro del sistema de puntos ponderados siguiente:
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Demostración: Según  (12.2.14)

[image: image50.png]Pussto que.
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Entonces,
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Luego,
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Por tanto,
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y, según (3.25), el teorema queda demostrado.

Observación 3.4: 
[image: image54.png]SiABC es un tidngulo, O es también el baricentro de los sistemas e puntos ponderados siguientes

(4,ac0sd) , (B bcosBl , IC,ccosC)

(4,02 +c? a1, (B 6%a? +c2 =321, (O, cMa? +2 ¢




En efecto, de lo expuesto en la demostración del teorema anterior resulta que
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, y luego, por permutación circular se obtiene que:
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Para enunciar el teorema siguiente es preciso utilzar la medida algebraica de un segmento: Si (MN) es una
recta, 0,1 € (MN) i =01 ylas abscisas de los puntos My N en el sistema de referencia (0,7
SONXy ¥ . respectivamente, entonces por definicion,

MV

ey M= 0N -0M =y~

Ky 7y T = MV

Obviamente, i M, N. Py Q pertenecen a una misma recta entonces

sMV=yPQ = x MN=y FQ




Teorema 3.8 (de Ceva): 
Si ABC es un triángulo, 
[image: image57.png]ae(BC) , Be(CA) , ye(4B) , @ ByIn{4BCl=0
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entonces las rectas (Aa), (B} y (Cy) son concumentes en un puntoK si,y sola-mente si.
pgr=—1 yel puntoK es el baricentro de los sistemas de puntos ponderados siguientes

4,1, (B,-r, (C,pr (3.26)

(@,p-1 , (B.p-pai , (C.-1-pg) (328)
A





Demostración: Primero hay que comprobar las igualdades siguientes:
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Luego,
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Por tanto, si 
[image: image63.wmf]1
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,  K es el baricento del sistema de puntos ponderados (3.28)

Para obtener el sistema de puntos ponderados (3.28’), hay que observar que, utilizando la relación  de Chasles,
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Por sustitucién en la relacién (12.3.28) y simplificando, se obtiene que
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rq
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La ittima igualdad significa que el punto K es el baricentro del sistema de puntos ponderado
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Teorema 3.9 (de Georgonne): Si ABC es un triángulo y C 
[image: image65.wmf](
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 es la circunferencia inscrita  en el triángulo, sean D, E y F los puntos de contacto de esa circunferencia con las rectas  (BC), (CA) y (AB), respectivamente. Entonces
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(3.29)
, y las rectas
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(3.30)
, son concurrentes en un punto R que es le baricentro de los puntos ponderados:
[image: image68.png]



, donde 
[image: image69.wmf]c

y

b

a

,

 son los lados del triángulo y p es el semiperimetro.
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Sumando las dos igualdades del sistema, se obtiene que:
[image: image71.png]Aletg Brorg &) 2
2p

o AletgBtegl)

e gf 1 _a sonfon®  a smBsonC
2p ctgB+cigC 2p senCeosBtcosBoenC  2p senlB+C)

BsenC N N
B Y Y ]
2p  send 2p a 2p




Así, sustituyendo el valor obtenido de λ en la segunda ecuación del sistema (3.32) se obtiene que:
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, donde se ha tenido en cuenta que los tangentes trazados a una circunferencia desde un mismo punto tienen la misma longitud. Por tanto,
[image: image73.png]



, donde las dos últimas igualdades se pueden obtener de la misma manera que la primera.

Puesto que 
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, según el teorema de Ceva, las rectas (3.30) son concurrentes en un punto R,  que es el baricentro del sistema ponderado (3.31), puesto que las ternas siguientes son proporcionales:
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Lema 3.1:  
[image: image76.png]SiABC es un tridngulo, sean Ca(la) . Calls) y Ccllc) las circunfe-rencias exinscritas en este triangulo
Suponiendo que
- lacircunferencia C 4 es tangente a las rectas (BC), (AC) y (AB) en los puntos D,

B, y B, respectivamente

- lacircunferencia C s es tangente a las rectas (AC), (AB) y (BC) en los puntos D,
B, y B, respectivamente

- lacircunferencia C  estangente a las rectas (AB). (BC) y (AC) en los puntos D,

E, y F, . respectivamente.
Entonces,

(332
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[image: image77.png]



Demostración: Utilizando (3.4) y (3.20),
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De la primera ecuación del sistema resulta que:
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yportanto 42, =p y CE,=p-b
Teniendo en cuenta que las tangentes a una circunferencia trazadas desde un mismo punto son iguales.
tendremos AF, = AE, y CD,=CE,

Luego
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Finalmente, (12.3.33) y (12.3.34) se obtienen de (12.3.32) por permutación circular.
Teorema 3.10   (De Georgonne):  
[image: image80.png]SiABC es un tidngulo, sean C () . Calls) y Ccllc) las circunferencias exinscrtas en este tingulo
Suponiendo que.
- lacircunferencia C » es tangente a las rectas (BC). (AC) y (AB) en los puntos D,
B, y F, . respectivamente,
- lacircunferencia C s es tangente a las rectas (AC). (AB) y (BC) en los putos D, .
B, y B, . respectivamente.
- lacircunferencia C c es tangente a las rectas (AB). (BC) y (AC) en los puntos D,
respectivamente.





Entonces, las rectas
[image: image81.png](4D,),(BE,) y (CF,). son concurtentes en un punto R,
(BD,),(CE,) y (AF,), sonconcurentes en un punto &,

(CD,),(AE,) y (BF,). sonconcurrentes enun punto R,

Luego, los puntos R, . B, y R, sonlos baricentros de los siguientes sistemas de puntos ponderados

(332

(333)

[E)





, respectivamente, donde 
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 y  p es el semiperimetro del triángulo. 
[image: image83.png]



Demostración: Según el lema 3.1,
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El resto de las afirmaciones del teorema se demuestra de manera análoga.

 Teorema 3.11 (de Nagel): 
[image: image85.png]SiABC es un tidngulo, sean Ca(la). C =) y C ollc)las circunferencias exinscritas en este triangulo
Suponiendo que.
- lacircunferencia C » es tangente a las rectas (BC) en ¢l punto D,

- lacircunferencia C s es tangente a las rectas (AC) en el punto D,

- lacircunferencia C c es tangente a las rectas (AB) en el punto D,

_entonces las rectas (4D, ),(BD,) y (CD,) son concurrentes en un punto N que se llama el punto
de Nagel





Demostración: Según el lema 3.1,
[image: image86.png]_be
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Por tanto, según el teorema de Ceva, N es el baricentro  de los sistemas de puntos ponderados siguientes:
[image: image87.png]



Teorema 3.12 (de Nagel): 
[image: image88.png]SiABC es un tidngulo, sean Ca(la) . Calls) y Ccllc) las circunferencias exinscritas y sea C () la
circunferencia insciita en este tidngulo. Suponiendo que.
- Lacircunferencia C » es tangente a las rectas (BC). (AC) y (AB) en los puntos D,

B, y B, . respectivamente.

- Lacircunferencia C s es tangente a las rectas (AC), (AB) y (BC) en los puntos D, .
B, y B, respectivamente

- Lacircunferencia C ¢ es tangente a las rectas (AB), (BC) y (AC) en los puntos D,
B, y B, respectivamente

- La circunferencia C es tangente alas rectas (BC). (AC) y (AB) en los puntos D,
E yF respectivamente.

Entonces.

- lasrectas (CF, ), (BE, | y (AD) son concurrentes en un punto N, baricentro del sistema de

puntos ponderados (4, p1 . (B,c-p) , (C.b-p)

- lasrectas (4F,),(CE,} y (BE) son concurrentes en un punto I, . baricentro del sistema de
puntos ponderados (4,c-p) . (B.p) . (C,a-p)

- lasrectas (4, ), (BE,} y (CF) son concumentes en un punto &, , baricentro del sistema de
puntos ponderados (4,b-p) , (B,a=p) , (C.p)

.donde a = BC 5= AC . ¢ = AB ypesel semiperimetro deltidngulo ABC.




Demostración: En efecto, utilizando el lema 3.1,
[image: image89.png]228 pcy stu=-1

yasi, seqn el teorema de Ceva las rectas (CF; ), (BE, ) y (AD) son concurrentes en un punto N,
baricentro d los sistemas de puntos ponderados siguientes:
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La demostración del resto de las afirmaciones del teorema es análoga.

Teorema 3.13 (de Euler): 
Si en el triángulo ABC , H es el ortocentro, A1, B1 y C1 son las proyecciones ortogonales  de los vértices A, B y C sobre las rectas (BC), (AC) y (AB), respectivamente,  A’, B’ y C’ son los puntos medios de los segmentos [BC], [AC] y [AB],  respectivamente y A”, B” y C” son los puntos medios de los segmentos  [AH], [BH] y [CH], respectivamente, entonces  los nueve puntos  siguientes: 
[image: image90.png]ALB.CLA B C' A4 .B,.C, (3.35)

se encuentran sobre una misma circunferencia, llamada la circunfersncia de Euler, cuyo radio es la mitad
del radio dea circunferencia circunscrita C (Q del tridngulo.




Demostración: G siendo el centro de gravedad del triángulo ABC, consideremos las homotécias 
[image: image91.png]B—tsp  y B—tsp (3.36)




Luego, puesto que
[image: image92.png](QA1LIBC) y (44)1(3C)
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A continuación,  suponiendo que 
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[image: image94.png]De la misma manera, Ia imagen de la circunferencia C (0 R) porla homotecia h; es Ia circunferencia C'(wz
RY). circunscrita al tridngulo AB'C” y

e e e

Puestoque w; = w; y R =R resulta que las circunferencias C 'y C “coincideny asi los puntos A',
B.C.A" By C sern situados sobre la misma circunferencia C o(ws.Ro). donde wy = w; = w; y Ro
=R =R"
Porotra parte, wy, Qy G estan alineados puesto que w; es la imagen de O en la homote-cia & (G, —1/2),
luego, wy, Q'y H estn también alineados, ya que w0 es la imagen de Q en la homotecia &, (4 , ~1/2)
Asi tanto H como G estn alineados con los puntos wy y Q. Por tanto, los cuatro puntos H, wy, Gy Q estan
alineados.
Luego, si en la segunda de las igualdades (3.38) se sustituye w, por ws, se obtiene que.
T

Hoy=ZHO = a=H*Q
. es decir, w0 es el punto medio del segmento [HQ]
Teniendo en cuenta que (HA4) L (BC y (Q4') L(BC). resulta que AHOA' es un trapecio rectangular
y siws es el punto medio del segmento [4,4'] entonces (@, @, | serd la mediatriz del segmento [4,4]y
asitendremos @, 4, = @, 4', es decir el punto A; pertenece a la circunferencia C o(u».Rs). De manera

andloga se puede comprobar que los puntos B y C: pertenecen también a esa circunferencia. Asi. los
nueve puntos enu-merados en el apartado (3.35) se encuentran sobre la circunferencia C s(ws, Ro) y el
teorema queda demostrado




Teorema 3.14: 
[image: image95.png]SiABC es un tridngulo, r es el radio de la circunferencia inscrita. y 7,75 Y r; sonlos radios de las
circunferencias exinscritas entonces
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Donde S es el área del triángulo y p es el semiperimetro.

Demostración: En efecto sea I el cetro de la circunferencia inscrita e IA el centro de la circunferencia exinscrita tangente al lado [BC].
[image: image96.png]



El punto I se encuentra a la misma distancia r de los lados del triángulo puesto que I es el punto común de las bisectrices de los ángulos interiores. Así,
[image: image97.png]§= Area(IAB) + Area(IBC) + drea(IC4) = "24+ %’ +Z
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Las formulas para 75 y 7 s obtienen de manera parecida.




Teorema 3.15: Si las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo ABC , correspondientes a los vértices A, B y C, cortan los lados [BC], [CA] y  [AB] en los puntos A’, B’ y C’, respectivamente, entonces 
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, donde p es el semiperìmetro del triángulo.

Demostración: 
[image: image99.png]Puesto que A’ es el punto de corte de la recta (BC) y de Ia bissctriz (AA), de vectores directores BC y
45 aC
5 respectivamente,
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Así
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Las otras dos fórmulas se obtienen por permutación circular.

Teorema 3.16: 
[image: image102.png]Silas bisectrices de los angulos exteriores del tridngulo ABC , correspondientes a los vértices A, By C.
cortan los lados [BC]. [CA]y [AB] en los puntos 4, , B, y C,.respectivamente, entonces
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donde p es el semiperimetro del triangulo




Demostración: 
[image: image103.png]Puesto que A’ es el punto de corte de la recta (BC) y de la bissctriz (44, ) , de vectores directores BC y
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Así
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Definición 3.1: Si ABC es un triángulo, P es un punto cualquiera del plano, y la recta r que pasa por P corta las rectas (BC) y (AC) en D y E, respectivamente, entonces r es  antiparalela  a la recta (AB) si
[image: image105.png]ZCDE=/CAB & LCED=/CBA

Fig.3.8

A

Observacion 3.5: Si ABC es un tringulo, r es antiparalela a la recta (AB) y | entonces ¢ es también
antiparalela a (AB)

Observacion 12.3.6: SiABC es un tidngulo y ry r son dos antiparalelas a la recta (AB) entonces r|r
Observacion 3.7: Si ABC es un tridngulo, entonces, Ia tangente en cualquiera de las vértices A B 6 Cala
circunferencia circunscrita al tidngulo. es antiparalela al lado opuesto al vértice. En efecto seaT la

tangente en el punto C ala circunferencia circunscrita al triangulo. Evidentemente, segun la figura 3.9
ZBCT = ZBAC





Observación 3.8: 
[image: image106.png]SiABC es un tridngulo y una circunferencia que pasa porlos puntos Ay B corta los lados [BC] y [AC] en D
YE. entonces, la recta (DE) es antiparalela a la recta (AB). En efecto, seginla figura 3. 10

ZCAB = ZCDE puesto que la medida de cada uno de estos ngulos s la mitad de la medida del arco
BDE

Fig.3.9 Fig.3.10




Teorema 3.17: Si ABC es un triángulo y una recta r corta los lados [BC] y [AC] en los puntos D y E, respectivamente, entonces r es antiparalela a la recta (AB) si, y sola-mente si,

[image: image107.png]CA.CE=CB.CD @39

Fig3.11 A Fig3.12

En efecto, sires antiparalela ala recta (AB), ZCDE = ZCAB y LCED=/CBA

y los tridngulos ABC y DEC son semejantes. As, los lados. que se oponen a ngulos iguales, son
proporcionales

o _ca
CE CD

CA-CE=CB.CD




Al revés, si se cumple la igualdad 3.39, entonces, teniendo en cuenta que el ángulo C es común  en los triángulos ABC y DEC y que los lados que forman este ángulo son proporcionales, resulta que los triángulos son semejantes. Por tanto, los ángulos, que se oponen a los lados correspondientes, son iguales.

Teorema 3.18: Si ABC es un triángulo y  SC  es la simetría ortogonal respecto a la bisectriz del ángulo 
[image: image108.wmf]C

ˆ

,  entonces la transformada de una antiparalela  a la recta (AB) por SC es una paralela  a (AB), y al revés. 

Demostración: Se recuerda que las simetrías ortogonales son aplicaciones biyectivas que conservan las distancias y los ángulos. Sea  r  una antiparalela  a la recta (AB), que corta las rectas (BC) y (AC) en los puntos D y E, respectivamente (figura 3.12) 
[image: image109.png]entonces ZCDE = LCAB Si D'=

(D) ¥ E'= S¢(E). tendremos:
LCD'E'= ZCDE = LCAB

yasi. OE)|(AB). Alrevés 53

o transforma a (D'E) en la antiparalela (DE)




Definición 3.2: Una simediana en el triángulo ABC es el simétrico de una mediana respecto a la bisectriz correspondiente al mismo vértice.
Observación 3.9: 
[image: image110.png]Enel tridngulo ABC, sea S la simstria ortogonal cuyo eje es la bisectriz del angulo €' Entonces S
transforma la mediana (CC) en la simediana SMc comrespondiente al angulo € i (PQ)

[Pe(4B) » Qe (BC)] es una antiparalela a la recta (AB). entonces, segin el teorema 3.18, la imagen
de (PQ) por S¢ serd (P'Q), paralela a (AB).




Puesto que  la mediana (CC’) divide el segmento [P’Q’] en dos partes iguales y SC conserva las distancias, resulta que la simediana  SMC pasa por el punto medio de [PQ]. 

Luego, teniendo en cuenta que la mediana (CC’) es el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos [P’Q’], paralelos al lado [AB], la simediana SMC será el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos antiparalelos al lado [AB].

Teorema 3.19: 
[image: image111.png]Si ABC es un tridngulo, P es un punto de la simediana SMo y, las antiparalelas ry r' a las rectas (CA) y
(CB) cortan estas rectas en los puntos Uy V.

. respectivamente, entonces PU=PV. Al revés. siPU = PV, el punto P (interseccion de las antiparalelas ry
) se encuentra sobre la simediana SMc.





Demostración: Sea (DE) la antiparalela a la recta (AB) que pasa por el punto P. Entonces,
[image: image112.png]LCAB=LCDE y LABC=ZCED (@340)
yluego. segun el teorema 12.3.8, PD = PE. Puesto que ry ¢ son antiparalelas a (CA) y (CB). tendremos.
LPUD=LCAB y LPVE=LABC @41)

respectivamente. Asf los tridngulos PUD y PVE son isdsceles y, portanto

PU=PD=PE =PV




Al revés, si  PU = PV, teniendo en cuenta las igualdades 
(3.40) y  (3.41) resulta que los triángulos PUD y PVE son iguales y, por tanto, PD = PE. Así, según la observación 3.9,  el punto P pertenece a la simediana SMC.

Teorema 3.20: Si ABC es un triángulo y  las rectas (TA) y (TB) son las tangentes a la circunferencia circunscrita al triángulo en los puntos A y B, respectivamente, entonces el punto T se encuentra sobre la simediana SMC.

Demostración: 
[image: image113.png]Segiinla observacion 3.7 (TA) y (TB) son antiparalelas a las rectas (CB) y (CA). respectivamente (figura
3.14). Luego TA = TB, puesto que las tangentes a una circunferencia, desde un punto exterior, tienen la
misma longitud. Luego. segun el teorema 3.19, resulta que 7 € SM o





Observación 3.10: 
Si ABC no es un triangulo rectángulo, las tangentes a la circunferencia circunscrita al triángulo ABC (en los puntos A, B y C) se cortan en los puntos A’, B’ y C’ y el triángulo A’B’C’ se llama el triángulo tangencial asociado al triángulo ABC (figura 3.15). Obviamente, la circunferencia circunscrita al triángulo ABC es la circunferencia inscrita en el triángulo A’B’C’ y las simedianas del triángulo ABC serán las rectas de Georgonne del triángulo tangencial. Así, según el teorema 3.9, las simedianas de un triángulo no rectángulo  concurren en el punto de Georgonne S del triángulo tangencial y se llamará centro simedian o punto de Lemoine.
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Lema 3.2: Si el triángulo ABC  no es rectángulo y 
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 es el triángulo tangencial asociado al triangulo ABC,
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, donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC ..

En efecto,  si M (x) significa la medida del ángulo o del arco x  (en radianes), entonces
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Luego, teniendo en cuenta la igualdad de los  triángulos rectángulos  
[image: image120.wmf]'
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, y operando en los triángulos rectángulos OB’C   se obtiene que
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La demostración de las otras igualdades es análoga.

Teorema 3.21: Si ABC no es un triángulo rectángulo, el punto de Lemoine L del triángulo ABC es el baricentro del sistema de puntos ponderados siguiente:
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, o bien
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Demostración: Siguiendo la figura 3.15 y teniendo en cuenta que el punto L es el punto de Georgonne del triángulo tangencial, según (2.8’),
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, donde, según el lema 3.2,
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Luego, 
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Multiplicando los números  
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primero con (-1) y luego, el resultado por 
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 se obtienen las coordenadas baricéntricas del punto de Lemoine enunciadas en el teorema, de las dos maneras distintas.

Teorema 3.22: Si el triangulo ABC es rectángulo, las coordenadas baricéntricas del punto de Lemoine se calculan de acuerdo con las implicaciones siguientes:
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Demostración: Si ABC es un triángulo no rectángulo y 
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entonces la posición límite de las  simedianas y del punto de Lemoine del triángulo no rectángulo serán   las simedianas y el punto de Lemoine del  triángulo rectángulo en 
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Multiplicando  las coordenadas baricéntricas 
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, y pasando al límite resulta que:
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Multiplicando  las coordenadas baricéntricas 
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, pasando al límite en las coordenadas baricéntricas del punto de Lemoine se obtienen las coordenadas baricentricas siguientes:
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Multiplicando  las coordenadas baricéntricas 
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Si se conocen  las coordenadas de los vértices de un triangulo,  el código siguiente (en el lenguaje  Visual-Basic) puede servir para averiguar las coordenadas de los puntos notables y el valor de algunos otros elementos y representarlos en la pantalla de un ordenador, según la teoría expuesta anteriormente: 

Public Function PNTriangulo(ByRef a() As Double, ByRef b() As Double, ByRef c() As Double) As String

    Dim ab As Double, ac As Double, bc As Double, per As Double, p As Double, S As Double, swtri As Integer

    Dim q(3) As Double, X(3) As Double, y(3) As Double, xg As Double, yg As Double, xo As Double, yo As Double

    Dim xh As Double, yh As Double, xi As Double, yi As Double, xiA As Double, yiA As Double

    Dim xe As Double, ye As Double, xLE As Double, yLE As Double

    Dim xiB As Double, yiB As Double, xiC As Double, yiC As Double

    Dim xpg As Double, ypg As Double, xpga As Double, ypga As Double, ypgb As Double

    Dim xpgc As Double, ypgc As Double

    Dim xpn As Double, ypn As Double, xpna As Double, ypna As Double, xpnb As Double, ypnb As Double

    Dim xpnc As Double, ypnc As Double

    Dim angA As Double, angB As Double, angC As Double

    Dim angAD As Double, angBD As Double, angCD As Double

    Dim radioc As Double, radioi As Double, riA As Double, riB As Double, riC As Double

    Dim hip As String, r() As Double, rad As Double, resultados As String, rc As String

    rad = 45 / Atn(1): rc = Chr$(13) + Chr$(10)

    If (a(1) - b(1)) * (a(2) - c(2)) - (a(2) - b(2)) * (a(1) - c(1)) = 0 Then

        MsgBox "Los puntos A, B y C están alineados. Verifique la coordenadas introducidas", 48

        Exit Function

    End If

    X(1) = a(1): X(2) = b(1): X(3) = c(1): y(1) = a(2): y(2) = b(2): y(3) = c(2)

    'Cálculo de los lados

    ab = Sqr((a(1) - b(1)) ^ 2 + (a(2) - b(2)) ^ 2)

    ac = Sqr((a(1) - c(1)) ^ 2 + (a(2) - c(2)) ^ 2)

    bc = Sqr((b(1) - c(1)) ^ 2 + (b(2) - c(2)) ^ 2)

    'Cálculo del perímetro

    per = ab + ac + bc: p = per / 2

    'Cálculo de las cooredenadas del centro de gravedad

    xg = (a(1) + b(1) + c(1)) / 3: yg = (a(2) + b(2) + c(2)) / 3

    ' ¿El triángulo es rectángulo?

    If (a(1) - c(1)) * (b(1) - c(1)) + (a(2) - c(2)) * (b(2) - c(2)) = 0 Then

        swtri = 1: hip = "AB"

    End If

    If (a(1) - b(1)) * (c(1) - b(1)) + (a(2) - b(2)) * (c(2) - b(2)) = 0 Then

        swtri = 1: hip = "AC"

    End If

    If (b(1) - a(1)) * (c(1) - a(1)) + (b(2) - a(2)) * (c(2) - a(2)) = 0 Then

        swtri = 1: hip = "BC"

    End If

    'Cálculo de los ángulos

    If swtri = 0 Then

        t = 0.5 * (ac * ac + ab * ab - bc * bc) / (ac * ab)

        angA = Atn(-t / Sqr(1 - t * t)) + 2 * Atn(1)

        angAD = angA * rad

        t = 0.5 * (ab * ab + bc * bc - ac * ac) / (ab * bc)

        angB = Atn(-t / Sqr(1 - t * t)) + 2 * Atn(1)

        angBD = angB * rad

        t = 0.5 * (ac * ac + bc * bc - ab * ab) / (ac * bc)

        angC = Atn(-t / Sqr(1 - t * t)) + 2 * Atn(1)

        angCD = angC * rad

    Else

        If hip = "BC" Then

            angA = 2 * Atn(1): angAD = 90

            angB = Atn(ac / bc): angBD = rad * angB

            angC = 2 * Atn(1) - angB: angCD = rad * angC

        Else

            If hip = "AB" Then

                angC = 2 * Atn(1): angCD = 90

                angB = Atn(ac / ab): angB = rad * angB

                angA = 2 * Atn(1) - angB: angAD = rad * angA

            Else

                angB = 2 * Atn(1): angBD = 90

                angC = Atn(ab / bc): angCD = rad * angC

                angA = 2 * Atn(1) - angC: angAD = rad * angA

            End If

        End If

    End If

    ' Cálculo del ortocentro

    If swtri = 0 Then

        q(1) = Tan(angA): q(2) = Tan(angB): q(3) = Tan(angC)

        xh = fx(q(), X()): yh = fy(q(), y())

    Else

        If hip = "BC" Then

            xh = a(1): yh = a(2)

        Else

            If hip = "AB" Then

                xh = c(1): yh = c(2)

            Else

                xh = b(1): yh = b(2)

            End If

        End If

    End If

    'Cálculo del circuncentro

    If swtri = 0 Then

        q(1) = bc * Cos(angA): q(2) = ac * Cos(angB): q(3) = ab * Cos(angC)

        xo = fx(q(), X()): yo = fy(q(), y())

    Else

        If hip = "BC" Then

            xo = (b(1) + c(1)) / 2: yo = (b(2) + c(2)) / 2

        Else

            If hip = "AB" Then

                xo = (a(1) + b(1)) / 2: yo = (a(2) + b(2)) / 2

            Else

                xo = (a(1) + c(1)) / 2: yo = (a(2) + c(2)) / 2

            End If

        End If

    End If

    'Cálculo del radio de la circunferencia circunscrita

    radioc = Sqr((xo - a(1)) ^ 2 + (yo - a(2)) ^ 2)

    'Cálculo del área del triángulo

    If swtri = 0 Then

        S = Sqr(p * (p - ac) * (p - bc) * (p - ab))

    Else

        If hip = "BC" Then

            S = 0.5 * ab * ac

        Else

            If hip = "AB" Then

                S = 0.5 * ac * bc

            Else

                S = 0.5 * ab * bc

            End If

        End If

    End If

    'Cálculo del incentro

    q(1) = bc: q(2) = ac: q(3) = ab

    xi = fx(q(), X()): yi = fy(q(), y())

    'Cálculo del radio de la circunferencia inscrita

    radioi = S / p

    'Cálculo de los centros de las circunferencias exinscritas

    q(1) = bc: q(2) = -ac: q(3) = -ab

    xiA = fx(q(), X()): yiA = fy(q(), y())

    q(1) = -bc: q(2) = ac: q(3) = -ab

    xiB = fx(q(), X()): yiB = fy(q(), y())

    q(1) = -bc: q(2) = -ac: q(3) = ab

    xiC = fx(q(), X()): yiC = fy(q(), y())

    'Cálculo de los radios de las circunferencias exinscritas

    riA = S / (p - bc): riB = S / (p - ac): riC = S / (p - ab)

    'Cálculo de las coordenadas del punto de Gorgonne y de sus adjuntos

    q(1) = 1 / (p - bc): q(2) = 1 / (p - ac): q(3) = 1 / (p - ab) '''''''''''''''''''

    xpg = fx(q(), X()): ypg = fy(q(), y())

    q(1) = 1 / p: q(2) = -1 / (p - ab): q(3) = -1 / (p - ac)

    xpga = fx(q(), X()): ypga = fy(q(), y())

    q(1) = -1 / (p - ab): q(2) = 1 / p: q(3) = -1 / (p - bc)

    xpgb = fx(q(), X()): ypgb = fy(q(), y())

    q(1) = -1 / (p - ac): q(2) = -1 / (p - bc): q(3) = 1 / p

    xpgc = fx(q(), X()): ypgc = fy(q(), y())

    'Cálculo de las coordenadas del punto de Nagel y de sus adjuntos

    q(1) = p - bc: q(2) = p - ac: q(3) = p - ab

    xpn = fx(q(), X()): ypn = fy(q(), y())

    q(1) = p: q(2) = ab - p: q(3) = ac - p

    xpna = fx(q(), X()): ypna = fy(q(), y())

    q(1) = ab - p: q(2) = p: q(3) = bc - p

    xpnb = fx(q(), X()): ypnb = fy(q(), y())

    q(1) = ac - p: q(2) = bc - p: q(3) = p

    xpnc = fx(q(), X()): ypnc = fy(q(), y())

    'Cálculo de centro y del radio de la circunferencia de Euler

    xe = 0.5 * (xh + xo): ye = 0.5 * (yh + yo): Radioe = 0.5 * radioc
    'Cálculo de las coordenadas del punto de Lemoine

    If swtri = 0 Then

         ‘Caso del  triángulo no rectángulo
         q(1) = -1 - Tan(angB) / Tan(angC)

         q(2) = -Tan(angB) * (Tan(angA) + Tan(angC)) / (Tan(angA) * Tan(angC))

         q(3) = -1 - Tan(angB) / Tan(angA)

         xLE = fx(q(), X()): yLE = fy(q(), y())
    Else

       ‘ Caso de los triángulos rectángulos
       If hip=”BC” Then 

          q(1) = Tan(angB)+Tan(angC):q(2) = Tan(angB):q(3) = Tan(angC)
       End If


       If  hip = "AC" Then

          q(1) = Tan(angA): q(2) = Tan(angA)+Tan(angC): q(3) = Tan(angC)

       End If

       If  hip = "AB" Then

          q(1) = Tan(angA):q(2) = Tan(angB):q(3) = Tan(angA)+Tan(angB)

       End If

       xLE = fx(q(), X()): yLE = fy(q(), y())

    End If

    'EDICIÓN DE LOS RESULTADOS

    resultados = "Vertices del triángulo:" + rc

    resultados = resultados + "A ( " + Str$(a(1)) + " , " + Str$(a(2)) + " )  ;  "

    resultados = resultados + "B ( " + Str$(b(1)) + " , " + Str$(b(2)) + " )  ;  "

    resultados = resultados + "C ( " + Str$(c(1)) + " , " + Str$(c(2)) + " )" + rc

    resultados = resultados + "Longitud de los lados:" + rc

    resultados = resultados + "AB = " + Format$(ab, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "AC = " + Format$(ac, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "BC = " + Format$(bc, "0.##0") + rc

    resultados = resultados + "Medidas de los ángulos" + rc

    resultados = resultados + "Ángulo A = " + Format$(angAD, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "Ángulo B = " + Format$(angBD, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "Ángulo C = " + Format$(angCD, "0.##0") + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del centro de gravedad G:" + rc

    resultados = resultados + "G ( " + Format$(xg, "0.##0") + " , " + Format$(yg, "0.##0") + " )" + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del ortocentro H:" + rc

    resultados = resultados + "H ( " + Format$(xh, "0.##0") + " , " + Format$(yh, "0.##0") + " )  ;  " + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del circuncentro O:" + rc

    resultados = resultados + "O ( " + Format$(xo, "0.##0") + " , " + Format$(yo, "0.##0") + " )" + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del incentro I:" + rc

    resultados = resultados + "I ( " + Format$(xi, "0.##0") + " , " + Format$(yi, "0.##0") + " )" + rc

    If swtri = 0 Then

           resultados = resultados + "Coordenadas del punto de Lemoine LE:" + rc

           resultados = resultados + "LE( " + Format$(xLE, "0.##0") + " , " + Format$(yLE, "0.##0") + " )" + rc
    End if
    resultados = resultados + "Coordenadas de las circunferencias exinscritas., Ia,Ib e Ic" + rc

    resultados = resultados + "Ia ( " + Format$(xiA, "0.##0") + " , " + Format$(yiA, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "Ib ( " + Format$(xiB, "0.##0") + " , " + Format$(yiB, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "Ic ( " + Format$(xiC, "0.##0") + " , " + Format$(yiC, "0.##0") + " )" + rc

    resultados = resultados + "Área S, Perimetro Pm del triángulo:" + rc

    resultados = resultados + "S = " + Format$(S, "0.##0") + "  ;  Pm = " + Format$(per, "0.##0") + rc

    resultados = resultados + "Radio de la circunferencia circunscrita R, redio de la circunferencia inscrita r:" + rc

    resultados = resultados + "R = " + Format$(radioc, "0.##0") + "  ;  " + "r = " + Format$(radioi, "0.##0") + rc

    resultados = resultados + "Radios de las circunferencias exiscritas, Ra,Rb y Rc:" + rc

    resultados = resultados + "Ra = " + Format$(riA, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "Rb = " + Format$(riB, "0.##0") + "  ;  "

    resultados = resultados + "Rc = " + Format$(riC, "0.##0") + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del punto de Georgonne PG y de sus adjuntos PGa,PGb y PGc:" + rc

    resultados = resultados + "PG ( " + Format$(xpg, "0.##0") + " , " + Format$(ypg, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PGa ( " + Format$(xpga, "0.##0") + " , " + Format$(ypga, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PGb ( " + Format$(xpgb, "0.##0") + " , " + Format$(ypgb, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PGc ( " + Format$(xpgc, "0.##0") + " , " + Format$(ypgc, "0.##0") + " )" + rc

    resultados = resultados + "Coordenadas del punto de Nagel PN y de sus adjuntos PNa,PNb y PNc:" + rc

    resultados = resultados + "PN ( " + Format$(xpn, "0.##0") + " , " + Format$(ypn, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PNa ( " + Format$(xpna, "0.##0") + " , " + Format$(ypna, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PNb ( " + Format$(xpnb, "0.##0") + " , " + Format$(ypnb, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "PNc ( " + Format$(xpnc, "0.##0") + " , " + Format$(ypnc, "0.##0") + " )" + rc

    resultados = resultados + "Centro Ie y el radio Re de la circunferencia de los 9 puntos de Euler:" + rc

    resultados = resultados + "Ie ( " + Format$(xe, "0.##0") + " , " + Format$(ye, "0.##0") + " )  ;  "

    resultados = resultados + "Re = " + Format$(Radioe, "0.##0") + rc + rc

    PNTriangulo = resultados

End Function

Public Function fx(ByRef q() As Double, ByRef X() As Double) As Double

    Dim suma As Double

    suma = q(1) + q(2) + q(3)

    fx = (q(1) * X(1) + q(2) * X(2) + q(3) * X(3)) / suma

End Function

Public Function fy(ByRef q() As Double, ByRef y() As Double) As Double

    Dim suma As Double

    suma = q(1) + q(2) + q(3)

    fy = (q(1) * y(1) + q(2) * y(2) + q(3) * y(3)) / suma

End Function
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