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Orden de multiplicidad de los ceros reales aproximados de un polinomio real
Se supone que todas las funciones polinomio consideradas son grado mayor que cero.

Teorema 1: 
[image: image1.png]Sea f Ia funcién polinomio definida por
FlxI=ay +ax+ayxt +t a5 +a, 5" U]

ysea @ uno de sus ceros. Si @20 y @ es un valor aproximado de & por exceso, o biensi @ <0y @
es un valor aproximado de @ por defecto entonces, para ZA(a) = |-« | bastante pequefio

EAlfla)|28f.a) Bda) @

donde
Bif.a) =[]+ +2]ayla ]+ =Tl a [ +a]





Demostración: 
[image: image2.png]Si @=0 entonces a >0 y. si @=0 entonces para ZA(a) bastante pequefio, se puede suponer que
bastante cerca de @, tendremos a = 0. Dado que f no es una funcion

4#0. Por tanto. para @
., o son todos nulos y asi, para a bastante cerca de @

polinomio constante, los coeficientes dq , ...
tendremos también £/ f,a)# 0. Luego

EAlfia)]= BAlay +aa+ - +a, 0" +ayat |
=|a, |EAla)+|ay| BAlG 1+ +| a4 | BAG 4|2, | BAL™ )

el |- 24

<laf+2lasfal+ o+ - 1]anla

= B(f.a) BAla)




Teorema 2: 
[image: image3.png]Si @ es un cero de la funcion polinomio f y @ es un valor aproximado por exceso o por defecto de &
segin que &> 0 6 @ <0, respectivamente, entonces para ZA(a| bastante pequefio

| flal|< B(f.a) Edla) @




Demostración: 
Dado que

[image: image4.png]2Alfla)]=|flai- fla)] v fla)




, de (2) resulta (4).

Teorema 3: 
[image: image5.png]Si £>0 es bastante pequefio.a >0 y
|fla)|> Elf.ale
entonces f no tiene ningin cero positivo en el intervalo
I=la-2.a)

Demostracios

Si @e . entonces a es un valor aproximado de @& por exceso y
Bdla) <

Si @ fuera un cero positivo de f entonces, segn el teorema 2, resultaria que

|fla)|<E(f.a) BAlaI<E(f,ale

o que es contrario ala hipdtesis. Asipues. si @€  y @3>0, @ no puede ser un cero de f




De la misma manera se puede demostrar el teorema siguiente:

Teorema 3': 
[image: image6.png]Si £>0 es bastante pequefio.a <0y
|fla)|> Elf.ale

entonces f no tiene ceros negativos en el intervalo

a,a+e)




Teorema 4: 
[image: image7.png]Si @ es un valor aproximativo de @ con un error absoluto ZA(a) y la desigualdad (4) se cumple para
cualquier & bastante cerca de @, entonces @ es un cero de la funcion polinomio £
Demostracicn: Efectivamente

@] =tm |fla)]=im 5701 BAla)=E(f,a)0=0

yasi flal=0

En la practica el teorema 4 no es de gran utiidad ya que es imposible verificar la desigualdad (4) para
cualquier @ bastante cerca de &. Sin embargo. si para ZA(a) muy pequefio se cumple Ia desigualdad (4)

entonces | /()| sera también muy pequeﬁu y esto sugiere que @ es la aproximacién de un cero de f

Si f esla funcién polinomio definida por (1), a f se le puede asociar la funcion 7, : R = R, definida por
Flxi=|flx-E(f,x)e| e, )
Obviamente, , es una funcién continua en Ry

0<g<e = F (x2F (x) ©

cualquiera que seax € R




Observación: 
[image: image8.png]Es facil comprobar que £(f,x)=0 & (x=0 y @ =0
Obviamente, de x=0 y a, = 0 resulta que E(f,x)= 0. Alrevés, si £(f,x)=0 entonces x=0

puesto que, de x# 0 y Z(7,x)=0 resultaria que

a=a, a,=0
es decir, f seria una funcion polinomio constante, en contradiccion con las hipétesis
Portanto, de £(f,x/=0 resuta que x=0 y asi,

|la|=E(f.00=0




Lema 1: 
[image: image9.png]A cualquier x € R tal que f(x)# 0 se le puede asociar un nimero real &, € R, y un entomo

V,=ix-8,x+3) 5eR]

tales que
F yi»0 U]
cualquiera que sea y €V,




Demostración: 
[image: image10.png]Sif{0]# 0, & podra ser cualquier nimero real estrictamente positivo. Si x 0. entonces segin la

observacion 1, E(7, x)# 0 y, eligiendo a £, en el intervalo
()
o it
ERR)

7, ixi=|fin

tendremos

Elf,xle, ®

Asi pues, cualquiera que sea x € R tal que E(f,x)# 0, se puede encontrar un &, € &, . tal que
F x>0 @

Ahora, de la continuidad de F, resulta la existencia del entomo:

V,=ix-8,x+3) 5eR]]

tal que , pemmanezca estrictamente positiva en 7,




Observación 2: 
[image: image11.png]Si fla)=0y E(f,a)# 0, entonces para cualquier &, € R, existe un entomo

V,=ix-8,x+3) 5eR]

tal que
F (x)<0 (10)

cualquiera que sea 1€V,
En efecto, de (5) resulta que
Fla)=—Ef.al <0

y de la continuidad de F, resulta la existencia del entomo V. verificando la condicién (10)




Observación 3: 
[image: image12.png]Si flai=0y E(f,@)=0 entonces @=0y a, =0 Portanto

ay = 7(0)= flai=0

y asi el nimero cero serd un cero miltiple de f - Asi pues

axttoaxt (k22 a,#0)

fix

Fix

ele|a,

S T—

s+ +ay

Si x es bastante cerca de cero

B ix)= el [ 1

ya que los otros téminos de 7, (x) son despreciables en comparacion con el témino — k| ag||

Ahora de (11) resulta la existencia de un entomo ¥, de cero tal que F,(x) < 0. cualquiera que sea

Dado que F,(0) =0, #,tendré un méximo relativo estricto nulo en el punto x =0




Lema 2: 
[image: image13.png]Si @ es un cero real de f . entonces

i o 12
T

Demostracion: Si & 0. entonces £(7, &) 0 yaque f no es una funcion polinomio constante. Asi,

0
=eEifx Ef.a

Si @=0 es un cero mitiple de orden k de f . entonces

Flxi=agxt 4o tayx® la, #0)

Bif.x)= k|l + a5

de donde resulta que
i VL fou +- *“ﬂw‘* o
T ELE S a4l |





Teorema 5: 
[image: image14.png]Si @ esuncero de f , entonces




Demostración: 
[image: image15.png]Sixseacercaa @y @=0 entonces, segin la teoria de los limites, x = 0 durante toda su aproximacion
a cero. Por otra parte. si x se acercaa @& y @0, entonces para x bastante cerca de @ tendremos
x#0. Por tanto, si x es bastante cerca de @, se puede suponer que x =0 y entonces. segin la
observacin 1, tendremos también Z(, x)# 0. Por otra parte, los ceros de las funciones polinomios estén
aisladas, de donde resulta que para x bastante cercade @ (x# @) se puede suponer que 7 (x)# 0. Asi
pues. para x bastante cerca de @ tendremos

1]

0<e, <

Efx

de donde, segn el lema 5.7.2, resuta que

0<lim £, <lim icil
]

yasi
lim &,




Teorema 6: 
[image: image16.png]Si £ no tiene ningtn cero en el intervalo 7 = [4, 8] entonces existe £ € R, tal que

O<e<g > F (x>0

cualquiera que sea x € 1




Demostración: 
[image: image17.png]Puesto que x €/ implica que £ (x1% 0, segin el lema 1, para cualquier x €1 habrn £, y un entomo
V, =(x=5,,x+5,] dex tales que F, (y)= 0. cualquiera que sea y €V, Los intervalos 7, (xe 1)

constituyen un cubrimiento del intervalo | y. segin el lema de Borel. de aqui se puede extraer un
cubrimiento finito

AR (1)
donde %, ,7; ..., %, € I Poniendo
g =min | &, L& L. gy | (16)
para cualquier
.
reiclUw
ia
resulta la existencia de 4 € {1, 2, tal que x e,

Dado que (A=1,2,... k). de (6.7.6) resulta que

F (x)2F, (x>0 an
cualquiera que sea x € 1
Si £ &, entonces. segin (16)y (17). tendremos

Bix2F, (x>0

cualquiera que sea x € 1




Observación 4: 
Obviamente, 
[image: image18.bmp]
depende de la extracción del cubrimiento finito (16), operación que podría hacerse de distintas maneras.

Observación 5:
[image: image19.png]El teorema 6 queda vlido también cuando 7 es la union de un nimero finito de intervalos cerrados y
disjuntos, que no contienen ningdn cero de f

Supongamos ahora que la funcién polinomio f tiene ceros reales en el intervalo (M, N) y que
(M- f(N1#0 (calculando las cotas de los ceros reales de f se puede encontrar siempre un intervalo
(M, N} que contenga todos los ceros de )

Si %y, Ty, .. 5, sonlos ceros de f en el intervalo (3, N7, sean

VS =(x-8,x+8)

unos entomos de los ceros. Notando

-a,x5+3]

supongamos que & € R; es bastante pequefio para que sean cumplidas las condiciones siguientes:

ViciM N =12,

En estas condiciones sean

D= VU v 4, = w)-

a

Obviamente d, C D,




Teorema 7: 
[image: image20.png]Si £ tiene ceros reales en el intervalo (M, N] y 8 € R, es bastante pequefio para que se cumplen las

condiciones (18), entonces existe &, € R, tal que
0<ezs, = F x>0 (19)

cualquiera que sea x € D, Ademas





Demostración: 
[image: image21.png]Puesto que D es la unién de un ndmero finito de intervalos cemados y disjuntos que no contienen ningtn
cero de £ (19) es consecuencia del teorema 6 y de la observacion 4.
Para demostrar (20), observemos que segin la relacion (19)

Fix)>0 @1

cualquiera que sea x € D,

Dado que en D, no hay ningin cero de f.f(x)#0 para cualquier x € D, Entonces, segin la
observacién 1

B(f.51%0 @)

para cuslaquier x € D, De esta manera (21) es equivalente a la desigualdad siguiente

|£ix )]
PUEAa
Elfxl

Sic es un cero de f en el intervalo (M, N, entonces (a+38) € D,
y segin (21)
|fia+a)|

0<e, <221
Ef.ato)

de donde, segin el lema 2, resulta que

wa’+§w‘
0<lim &, Slm S L
O YT

Asi,





Teorema 8: 
[image: image22.png]Suponiendo que la funcion £ tiene ceros reales en el intervalo (3, ). sea &, € R} tal que se cumplan
las condiciones (18). Si para £ <&, tenemos F,(x)< 0. entonces x es la aproximacion de una de los
ceros de f en el intervalo (M, M) con un error absoluto menor o igual que

8, =inf imo A,/ £€ R]| (24)

donde ) .
A, =\6/5€R] £¢,) @)




Demostración: 
[image: image23.png]Segin las hipdtesis £ <&, yasi & €4,

Por tanto, A, no es el conjunto vacio. Luego. &, # Oya que en el caso contrario existiia una sucesion

(8,1, 1al que
en, leze, )

lim 5,

Esto es imposible puesto que de las igualdades (20)y (27) resulta que

lim &, =0

en contradiccion con (26). Sixy, %, , ..., %, son los ceros de f en
demostracion del teorema es bastante verificar que

(28)

@n

el intervalo (3, M)

para la




Supongamos que esto no es así, es decir,
[image: image24.png]5 (29)

Obviamente, existe # € N* tal que & <k y

=[x x|

cualquiera que sea 1€{1,

Esto quiere decir que x, es el cero mas cercano a x. Dado que
€D, = |x-x,]>5,
de (24) resultara la existencia de & € A, tal que & <|x— x|
Asi. x €d, C D, yteniendo en cuenta que

feh, = e=e,
resultard que

Fx12F, (x>0 @)

Al ser (30) contraria a la hipétesis. resulta que (28) es verdadera, es decir. x es un valor aproximado de un
cero de f en el intervalo (3, N} con un error absoluto menor o igual que &




Teorema 9: 
[image: image25.png]Sig), & € R, son bastante pequefios (es decir existe un nimero 5, € R; tal que &, &, <) entonces
g5 = 4 <5, @n

(32)





Demostración: 
[image: image26.png]Si & <&, entonces

8, =inf imo | A, |<inf imo |A, |

Sea ahora
& =infimo | 8, le5¢, 33)

Suponiendo que §” > 0 sean &', 5'€ R} tales que
5'<8’ y &'<min le,.z, |
Entonces
sleg, = ded,
y asi

5.28'<8" (34

Dado que £'< £, . (34) estd en contradiccién con (33). Por tanto,
8'=0 (35)

Si A€R;, entonces de (35) y de la definicion del extremo inferior resulta la existencia de & tal que
5, <2

Si £ <&, entonces segin (33)

Esto quiere decir que





Observación: 
[image: image27.png]De la construccién de F, ,D, ,d,, £, y 3, resulta que estos no dependen solo de £ y &, sino
también de £ . Para evitar malentendidos, a veces escribiremos FY ,Df ,df &l y &7 envez de

F, D, ,d; . £ y O, respectivamente.




Observación 7:
[image: image28.png]Si'a es un valor aproximado de un cero &, de la funcion polinomio g con un error absoluto menor o igual
que £ (muy pequefio y positivo) y

|fla)|< Ef.ale

entonces a es la aproximacion de un cero @, de f con un emor absoluto menor o igual que &7 Asi

ag-altla-ay|seval

Puesto que
i 0, =lim sl =0

=

lo més probable es que e, @. es decir que @ sea un cero comin de f y g





Teorema 10: 
[image: image29.png]Si @ esun cero real de orden k de la funcion polinomio f y a es un valor aproximado de @ (por exceso o
por defecto, segin que @2 0 6 @ <0, respectivamente) con un error absoluto muy pequefio, entonces

|f'la)|= B(f " al BAla)

Ef*D ¢)BAla)

790a)|

|r®ta)|< 27,0l 240a) @7




Demostración:
[image: image30.png]Si @ es un cero de orden k de Ia funcién polinomio ., entonces
Fle)= e fa)=0 y fPazo





Aplicando el teorema 2 para las funciones polinomios:
 




 [image: image31.png]



, sucesivamente, resultarán las desigualdades (36).
[image: image32.png]Si'el cero @ y su aproximacion @ pertenecieran a un intervalo (34, ). donde My N no son ceros de la
funcién f o de sus derivadas, dos casos son posibles

1) Si #® no tiene ningin cero en el intervalo (M, N, entonces, segin el teorema 7. para EAla)
bastante pequefio

Flynlal>0
.y asi (37) queda demostrado.

2) i #™ tiene ceros en el intervalo (M, V). entonces teniendo en cuenta que ¢ no es un cero de #*.

existira & € R, bastante pequeiio, tal que

ae Dl

Si ZA(a) es muy pequefio, entonces se puede suponer que
Edia)<el”

.y asi del teorema 6 resultard que
Fliwlar>0

1o que es equivalente  (37)




Teorema 11: 
[image: image33.png]Si @ es un cero de la funcion polinomio /. @ es un valor aproximado de @ con un error absoluto muy

pequefio (por exceso si @ >0 y por defecto si @ <0) y se cumplen las desigualdades (36) y (37).
entonces @ es un cero de orden k de 1




Demostración: 
[image: image34.png]Supongamos lo contrario, es decir, que el orden de multiplicidad de @ es 4 y que & # & Entonces, segin
el teorema 10

| flal|= B(f.a)BAla)

|fla)|<E(f a) EAla)

|7Vl (.0l B4(a)
[r®a)> £(7®.a)24ia) @9
Sih>k sea h—k=d yasitendremos
[r®ta)|= |74 2a)|< £(7*0.a)E40)= E(7®.a)B4la)

1o que contradice a (39).
Sik <k seak-h=p
Entonces

[r®ta)|= | Pia)| s (5P a)B4ia) = B(®,a)BAl)
lo que estd en contradiccién con (39).

Las contradicciones obtenidas demuestran que % # & no es posible y asi el teorema queda demostrado




Observación:
[image: image35.png]es un cero de orden de multplicidad kdel polinomio P( X ) si se cumplen las condicionss siguisntes

Plaj=Pla) Piig)=0, PPig)=0

Siaesuna buena aproximacién de @ y |P'la

[P4~(a) sonmuy pequefios en general se admite

que a es la aproximacion de un cero de orden k

Sin embargo, es muy dificil saber con certeza ;cudnto tienen que ser de pequefios los nimeros
|P'ia \PW‘%“ “ 7 para qué la decisién sea correcta. En &l caso de los polinomios con cosficientes

enteros, la teoria expuesta anteriomente. soluciona el problema.
Puesto que a los ceros miltiples del polinomio P(x) es dificil aproximarles con gran precision, primero hay

que calcular el méximo comin divisor Dix) del polinomio P(x) y de su derivaday sea Q(x) el cociente
entre los polinomios P(x) y Dix). Entonces los ceros del polinomio Q(x) seran los mismos que los de
P(2). pero simples. (E cédigo necesario para esta tarea el lector puede encontrar en la monografia
“Célculos con nimeros enteros grandes en ordenadores”, del mismo autor). Una vez hallado el valor
aproximado & de uncero real @ de O(x) [de P(x)] (preferentemente por el método de la biparticion).
por exceso o por defecto, segin que &= 0 6 @ < 0, respectivamente, se puede hallar el orden de
multiplicidad de este cero del polinomio P(x) de acuerdo conlas férmulas (36) y (37). utilizando el codigo
siguiente:




Public Function OrdMult(ByRef px() As Double, ByVal a As Double, ByVal c as double)

    Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer

    Dim ed As Double, fd As Double, gx As Integer

    Dim t1() as double, t2() as double, pxd() as double
    gx = UBound(px())

    Redim pxd(gx-1)

    For i=0 to gx-1

         Pxd(i)=gx-i)*px(i) ‘ Cálculo del  polinomio derivado
    Next i

    t1()=px():t2()=pxd()
    k = 0

    Do

        For j = 0 To gx - k

            t1(j) = (gx - k - j) * t1(j)

        Next j

        For j = 0 To gx - 1 - k

            t2(j) = (gx - 1 - k - j) * t2(j)

        Next j

        fd = t1(0)

        For i = 1 To gx - k

            fd = fd * a + t1(i)

        Next i

        If k <> gx - 1 Then

            ed = Abs(t2(0))

            For i = 1 To gx - 1 - k

                ed = ed * Abs(a) + Abs(t2(i))

            Next i

            ed = ed * c
        Else

            ed = 0

        End If

        If Abs(fd) > ed Then

            Exit Do

        Else

            k = k + 1

        End If

    Loop

    OrdMult = k

    k=k+1

End Function

[image: image36.png]Enla funcion OrdMult el valor de |a variable “c” es una cota superior del error absoluto de la aproximacion
“va" deun cero del polinomio px() . Para que este cédigo funcione bien, es preciso que el pardmetro “c”

seamuy pequefio.




Observación: 
[image: image37.png]Siel polinomiotiene coeficientes decimales y tes el nimero méximo de decimales en los coeficientes,

entonces hay que muttiplicar el polinomio con 107 y luego proceder con el polinomio obtenido (ya con
coeficientes enteros). segun lo expuesto anteriomente.
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