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Abstract
  In this paper we expose a sufficient criterion to the existence about a principal period of a periodic function:
[image: image1.png]Iffis a non constant periodic function. D, is his domain, and there exists a € 5, where fis continuous, then f
has a principal period




It is also shown that in certain condition there is a lower bound of the principal period. If a period is equal to this lower bound then this period is the principal period.

Introducción
[image: image2.png]La funcién f : R — R es periodica si existe P& R* tal que
VxeD, = (x+PleD, y FfixtPi=fix)
Entre los periodos positivosde una funcién periédica # pusde existirun periodo F, menor o igual que cualquier
otro. i B existe, se llamara periodo principal de la funcién. Obviamente, el periodo principal es tnico, puesto
que si existieran dos. Py y & , entonces
PSRy R<HR = R=R

Si P es un periodo de la funcién f . -P lo es también. En efecto, la aplicacion v: D, — D, . definida por

x+P seré también un

vizi

+ P es biyectiva, y asi. x siendo un elemento cualquiera de D, y

elemento cualquiera de D, En efecto, poniendo x =y — P=y+(~ P} enlas relaciones (1), resutta que
¥yeD, = [y+-PleD, y sly+-Pl=7siy

Si B y B, sonperiodos dela funcién f entonces B + 5, y B - B losontambién En efecto, cualquieraque

seaxeD,

xeD, = (x+BieD, = [x+R+BleD, = [x+B+B]eD,

sle+B+5)

flix+R1+B]=fix+Ri= fix)

Luego,~ B, es un periodo de f .y asi. B — B, = B +(= B lo es también




Por recurrencia se puede demostrar que la suma de un número finito de períodos es un período.
[image: image3.png]Si P es un periodo de la funcién £ . los nimeros de la forma &P (£ € Z *) lo son también.

En efecto.
.
A s k>0
P
SB & k<0
=
donde B = B = --=F, =P yasi, segin las propiedades anteriores, kP es un periodo de la funcién.

Finalmente, si 7 es el periodo principal de la funcion entonces cualquier periodo 2 es un miltiplo de £ .En
efecto, si P»0 ynes la parte entera del cociente entre Py P; entonces

Lentr 0zren
Py
Sir#0,P=nR+R, A=rFy0<A <5, entonces A = P~nF; seria un periodo menor que el

periodo principal. Al ser esto imposible. resulta que =0, es decir P =15,

Si P <0 entonces — P> 0 y, segin lo visto anteriomente, ~ P = m 3 es decir P=~n,5




Observación 0: 
[image: image4.png]Silafuncion £ - R — R esuna funcién contante, es decirexiste k € R tal que Vx € &, f(x) =k  entonces
cualquier 7 € R * es un periodo de f - Obviamente, en este caso el periodo principal no existe

Lema 1: Sila funcion periédica  noes una funcion constante, es continua al menos en un puntonterior & de
sudominio de definicion D, yM es el conjunto delos periodos positivos dea funcion, entonces el 0 (cero) no
es punto de acumulacion de M

Demostracion: Dado que a € J5,. existe & > 0 tal que

@-d,a+4)cD,

Puesto que f no es una funcién constante, existirdn € D, y £ 0 tales que

)= flall> e U
Dado que f es continua en &, existiréd § > 0. tal que & <&, y
-al<d = |/@-s@]<e @

Si 0 fuese un punto de acumulacién de M, se podria encontrar 5, < 8. tal que By € M Entonces existird
keZ talque
b+kE, € (a-d.a+d)
Puesto que
Flbi= flb+kB)
de (2) resulta que

|fie)-lal| <




La contradicción obtenida demuestra que 0 no puede ser un punto de acumulación de M.

Teorema 1
[image: image5.png]Sea f una funcién periddica queno es una funcion constantey sea D, su dorminio de definicion. Sila funcion
f es continua en a € 5, entonces el periodo principal de f existe.

Demostracion: Sea P un periodo cualquiera de f  Entonces — P es también un periodo de f yuno de elos
espositivo. Asi. el conjunto M de todos los periodos positivos de f no es el conjuntovacio. Puesto que 0 esuna

cota inferior del conjunto M, existird
By =inf (M)

Suponiendo que £ = 0. resulta que £ € M . puesto que 0 no es un periodo de /. Luego. segna definicion
del extremo inferior, cualquiera que sea £€ Ry , en elintervalo (0, & existira al menos un periodo de f . Asien
contradiccién con el lema. 0 seria un punto de acumulacion de M, y portanto, £ =0 P; Suponiendo que
Fy &M yaque £€ R! . segiin la definicion del extremo inferior, resultaria la existencia de 7 € M . tal que
RelR.R+el @

Luego, existird también 5, € M tal que

B<Bype [Pa,Pa*rP"P”] @

B

Obviamente, B — B € M puesto que B B, € M
Teniendo en cuenta que (3) y @) implican B — B, < £ 0 seria un punto de acumulacion de M. Segn el lema.
esto es imposible y. portanto £ € M Asi , es el periodo principal de f

Observacion 1: Existen funciones periédicas que no tienen periodo principal y no son continuas en ningdn
punto. Por ejemplo. si d 1 R — R es la funcion definida por-

1sxeQ
d(x)=
0 sxeR-Q
Ry d noes continua en ningin punto de D, . Luego, cualquier nimero racional » =0 es un periodo
de la funcién d puesto que x+7 es un nimero racional si y solamente si x o es, y asi
¥xeR, dix+ri=dixl





Obviamente, en este caso M es el conjunto de los números racionales estrictamente positivos y en M no existe un elemento menor o igual que todos los otros. Por tanto la función d de no tiene período principal.
Lo mismo se puede afirmar de la función de Dirichlet, definida por:
[image: image6.png]- 1axeR-0
®=1 0 srep

Ejemplo: Sea %: R — R la funcién definida por
il =[x-Exld(x)

siendo  la funcién parte entera. Obviamente, %(0)= 0y puesto que d es una funcion acotada,

lim dix

50

Asi & es continua en el origen. Por otra parte, cualquier nimero natural es un periodo de % . puesto que
VxeR, hix+al=[x+n-Blx+ald(x+n)=[x+n-Elxi-nld(x)=hix)

Segun el teorema 1. htendré periodo principal. Para averiguar que 1 es el perfodo principal, comprobaremos que

r€(0,1) no puede ser un periodo de % En efecto, si 7 € (0,1} fuera un periodo de h, entonces para

cualquier x € R deberiamos tener

hix+r

x+r—Elx+r)dix+ri=hix) (5)

Sires imacional y x =0
k) =lr- Brilair

r=0]%1=r=0="5(0)
Sires racional e x es irracional x +r es iracional,

Bx+r)=[x+r- Bx+ridiri= x+r— Ex+r)*li= x+r - Ex+r)

hix

[x-Ex)d(x) =[x~ Ex)]*x0=0

yasi h(x+r)# h(x)  puesto que laigualdad significaria que x +7 s un entero, es decirun nimero raciondl




Por tanto, 1 es el período principal de la función h.           
A continuación se comprobará que en ciertas condiciones existen cotas inferiores del período principal. La existencia de una cota inferior del período principal facilitará averiguar si un período es principal.    
Lema 2: 
[image: image7.png]Sic.deR.c<d.d hyl,=[c+xd+x] (xeR) entonces,

Lnlz® & |x-z

Enefecto, si , N[, # @, existe € [, N1,y asi

ctxsz=d+x cfz-x2d
S
c+xgz<d+x
Por tanto,
llz-xi-(z-x'l|gd-c=k & |x-x|<h
Al revés, teniendo en cuenta que ¢ +k=d
|x-#|2h & z-hsx'Sz+h & ctx-hsc+x'sd+x

& cHr-hZct+r<ctr & ctxSctr<d+x
En el primer caso
cHxScthtrScthtx Sctrsd+r<dr s,

d+xiel,nl,

Luego, en el segundo caso, es obvio qus
z=le+xiel,nl,




Lema 3: 
[image: image8.png]Silafuncién f estd definidaen el intervalo (¢,3), [e,d] C (a,b) y f es constante sobre todoslosintervalos
L=[e+xd+z] la—c<x<b-d)

entonces £ es una funcién constante sobre el intervalo (a4
Enefecto, sea i =d —c y sea kel valor constante de la funcion £ en el intervalo I

Sizelablyz>d seapeR: talque

p <min (hb-z) ®
Considerando los intervalos J, =, (1= 0.1,..... segin el lema 2
T = Iy O Ty * @ m
pussto que
|a+1lp-rp|=p=h
Luego
zed, & cimpszsdinp o 3gp<iC ®)
? ?

donde. segin (5).
1





Si m es el menor número natural cumpliendo la condición (8),   
[image: image9.png]zeld,
y segin (7) existen

Z e,y (=0 .m=1)

Puesto que
%z € (1201 m=1)

y J es constante sobre Jy, (i =0,1,...,m~1), resulta que

Flz)=flzg) (=01 m=1)

Luego, de zy € Jg =1y y 2,z € J,, se obtiene que

S Fla )= Flonn

=)= 1z,

Sizela,bl y z<c. sea p <0 tal que
|p|<min (2,2,a)
Considerando los intervalos
K, =1, (n=01,..0
segin el lema 3
KnKy= 1»1 n I(nd)) o
pussto que

|le+1ip—np|=lp|<h

Luego.

donde

[c+mp,d +mp). donde a—c 20 <mp Sz -c <b—d




Si m es el menor número natural cumpliendo (8'),
[image: image10.png]z€K, =[c+mp,d+mp) donde la—c Smp<b-d)
y segun (T) existirén
Z €k, N Ky (=01 .m=1)

Como en el caso anterior, de aqui resultard que

fizi=fiz

=)= 1z,





, y así el lema queda demostrado.
Lema 4: 
[image: image11.png]Silafuncién f esta definidaen el intervalo (@, 5. es monétonay no es constante en este intervalo, entonces,
cualquiera que sea / € (0,b—a ). existe un intervalo [u,v ] tal que

[evlciapl v-u=hy flui=fiv)
Demostracién: Sean

5 #,c a+8 y d=a+5+h.
Entonces d >c. d—c = y es facil verificar que ,d € (a,b)

Sificl# f(d) (esto ocurre, por ejemplo, cuando f es estrictamente mondtona). al poners
lema queda demostrado

Si flc)= f(d). dela monotoniade f en elintervalo (c,d | resuita que f es contante en este intervalo. En
efecto, sea

yv=d el

xla—c <x <b-d)
y consideremos la familia de intervalos
c+xd+x] xeJ

Situviésemos f{c +x)= f(d + ), cualquiera que sea x € J . lafuncion f seria constante sobre cadauno
delosintervalos 7, (x €J | yasi, segin ellema3.  seria una funcion constante sobre el intervalo (a,3)
Segin las hipétesis, esto es imposible y asi. debe existir z, € 7 tal que

Fletm )2 fld+x)

Notando d+ %y tendremos

cHxy

[ev]ciab),v-u=d-

» fluie v




Teorema 2 
[image: image12.png]Sila funcion periédica f tiene el periodo principal £, esté definiday monétonaen el intervalo (@, yno es
constante en este intervalo, entonces B, 2 b—a

Demostracion: Suponiendo que B <& a. segin el lema 4 existirdn u,v € (a,b ). tales que

[ev]ciab,v-u=58 y flu)=sv) @
No obstante, al ser 5, un periodo de la funcién f
F)= flut Bi= fl)

en contradiccion con (9) Portanto B, 2b-a




Observación 2: 
[image: image13.png]Silafuncion f es estrictamente monétonaen el intervalo (@, . la demostracion del teorema 2 es casi obvia

Enefecto,si f es estrictamente creciente en el intervalo (a,b) y £ <b-a entonces a + 7 <b. Luego, si

0<&<b-a~F, entonces
la+te,a+etRiclably flate

Flate+B)> flate)
La contradiccin obtenida demuestra que £ 2 b—a

Cuando f es estrictamente decreciente en el intervalo (4, la demostracién es andloga




Teorema 3 
[image: image14.png]SiPses el periodo principal de la funcion f y en el intervalo (@, b) C D, existe un puntoc tal que en uno de
losintervalos (a,¢) y {c,b] la funcién sea estrictamente creciente (decreciente) y en el otro sea decreciente
(creciente) entonces £ 2b-a

Demostracion: Si f es estrictamente creciente en el intervalo (a,¢ | y es decreciente en (¢,b ), entonces la
funcién £ no es constante en el intervalo (a,¢ ) y. aplicando el teorema 2 para el intervalo (a,¢ . resulta que

Bzc-a (10)
Si el teorema no fuera verdadero, es decir, si tuvidsemos
B<b-a a1

entonces segin (10) y (11).
csa+B<byath<c+h
yasi
d=min (c+F bi>a+h 12)

Portanto, (a+5,,d)# ® ysi 1,5, € a+F,d) (x <x;). entonces. segin (10)y (12)
a<x-F<d-F<c
a<x-F <d-B <c
de donde, teniendo en cuenta que f es estrictamente cracients en el intervalo (a,¢), resulta que
Fni=fim=R<flx=R=fix) (13

Por otra parte. ,, 7, € (¢,b) y al ser f decreciente en este intervalo,
Flnis fix) (14)
La contradiccion entre (13) y (14) demuestra que (11) es imposible. Portanto £ ¢ —a




En los otros casos posibles la demostración se hace de manera análoga. 
Aplicación 1: 
[image: image15.png]Sabiendo que la funcion sen es continua y periodica (2 siendoun periodo), la existencia del periodo principal
B, esta asequrada, segin el teorema 1. Por otraparte, teniendo en cuenta que la funcion sen es estrictamente

creciente en el intervalo (-3, )y es decreciente en el intervalo (5,4 ). segin el teorema 3,
3x(x
P2 2 =2
22
Siendo 5, el periodo principal, £ es menor oigual que cualquier otro periodo positivo y. asi £ < 277. Por

tanto




Teorema 4
[image: image16.png]Si la funcién periédica f tiene el periodo principal 7). est definida y es constante en el intervalo [, 5]

entonces A 2b-a

Demostracion: Segin las hipétesis, existe # € R tal que f(x) = m, cualquiera que sea x € (4,4 Suponiendo

que B <b-a

la.a+8]cla.b]c D,

Entonces, segun la periodicidad de f,
la+kB,a+(k+1DBIC D,

cualquiera que sea & € Z - Dado que
R=|Jla+kB a+k+11R)]

iz
de (15) resulta que Dy = R

Por otra parte, segin (16), para cualquier x € R — (@, &) existird k € Z tal que
xela+kB,a+k+DE )

Portanto,

a+kF, +u donde 0<u <5
Luego, siendo f una funcion periodica, de
asatu<a+h <b
resulta que
F@)=fla+u+kB) = flatu)=m

cualquiera que sea x € R—(a,b)

(13)

Asipues. f tendria que ser una funcion constante sobre R Esto es imposible puesto que una funcion constarte

en R no tiene periodo principal. La contradiccin obtenida demuestra que
Bzb-a




Teorema 4’: 
[image: image17.png]Sila funcion periodica f tiene el periodo principal 5 , estd definida y es constante en el intervalo [a, 4
entonces By 2b-a

Demostracién: Seginlas hipstesis, existe 7z € R talque f(x)= 7z, cualquiera quesea x € (a5 . Suporiendo
que B <b-a

lo.a+BicabicD, (15)
Entonces, segun la periodicidad de f
la+kB,a+(Ek+DBIC D,
cualquiera que sea & € Z - Dado que
R=Jla+kB a+E+DR) (16)
iz
de (15) resulta que D, = R
Por otra parte, segin (16), para cualquier x € R ~[a,b) existira & € Z tal que
xela+kB,a+k+DE )
Portanto, x = a+kF, +u  donde 0 <u <5
Luego, siendo f una funcién periédica, de
asa+u<ath <b
resulta que
F@)=fla+u+kB) = flatu)=m
cualquiera que sea x € R—[a,5)
Asipues, f tendria que ser una funcién constante sobre R Esto es imposible puesto que una funcién constante
en R no tiene periodo principal. La contradiccién obtenida demuestra que
Rzb-a
Seala funcion Z: R — R definida por
neZngx<a+l E(x)=n

que se llama la funcién parte entera. En la informética suele ser designada por INT . Esta notacion tiene su
origen en la palabra inglesa "integer”. que significa entero




Por ejemplo
[image: image18.png]E(3.141=3 Bi-2

E(-03)=-1: E(053)=0
B(0)=0: E(-2)=-2y B(5)=5 etc
La funcion #: R — R definida por
Fixox-B(x) (xeR)
se llama la funcién "parte fraccionaria”. Por ejemplo

F(3456)=0456 . F(0.231=0.23 | F(-34)=0.6 F-2)=F(3/=0




Aplicación 2: 
[image: image19.png]Cualesquiera que sean ryeRyneZ

0<F(X) <1 n
B(x+n) = E@)+n (1)
Blx+y)2 Ex)+E0) (19

y P es una funcion periodica de periodo principal 1
Enefecto, Sik€Z y k <x <k+1. entonces E() =k y

ksx<k+l > k-k<x-k<k+l-k = 0<x-E(@)<l = 0<F(x)<l
Por otra parte,
ksx<k+l > ktn<xtn<ntk+l
de donde resulta que
B(x+n) = E@)+n




Para demostrar la desigualdad (19),  hay que observar que:
[image: image20.png]E@+F@=x vy EOHFO)=y
Entonces
x4y = B+ EQ)+F(R)+F()
si

u=E@+EQ) y v=F@x)+F()

entonces ueZ. 0=v<2 y E0)=0 & Ep)=1
Luego segn (4.7.46)

B(x+y) = E(v+u) = () +u
De esta manera,

B(x+y) =u+E0) = B(x) +E() + E0) 2 E(x) + B)
¥ 1a igualdad tiene lugar cuando Z(vj=
Finalmente, Sip & J/* entonces p es un periodo de F . En efecto, cualquiera que seax € R
Flatp)=x+p-E(x+p)=x+p-Ex) - pr- K= F(x)

Asipues, F' es una funcion periédicay 1 es uno de sus periodos. luego, segun el teorema 1. existe el periodo
principal £, de F_Puesto que # es monétonacreciente en el intervalo [0.1), segun el teorema 4'resulta que
=1

Teniendo ahora en cuenta que 1 es un periodo positivo y que 5 es el periodo principal de #'. tendremos
B 1. Por consiguiente B =1




Teorema 5
[image: image21.png]Silafuncién f , de periodo principal 7., esté definidaen [a,5) 6en (a,b]y existe ¢ € (@, ) tal que ftome

los valores constantes &, y &, (k #k,) en los intenvalos (a,c) y (c,b). respectivamente, entonces
By2b-a.Suponiendo que F, <b-a. dos casos son posibles

2) Sila funcin estd definida en el intervalo [a, &) entonces se cumplen las condiciones del teorema 4 en el
intervalo [a,c] y. portanto B, 2 ¢ —a. Poniendo

dc-a
I

d=

obviamente,d > 0 y & > 0. Dado que
a <a+5ga+”T <atlc-a)=

a+dielac




Luego, de
[image: image22.png]ccc+d<a+tirc-asati+h
d d
atd+E <a+dtib-a-dish+i-dshei-d=b-T<b
resulta que

(a+d+B)eleb)
Asi, B, siendo un periodo de 7 . se llega a la contradiccién:

k= fla+d)=fla+d+R)=k,
b)Silafuncién f esta definidaen el intervalo ‘a,b] entonces se verifican las condiciones delteorema 4 en el
intervalo [¢, 8] y asi B 2&-c . Notando

debea by s m.n[" b;c]

esobvioqued >0 y §'>0
Ya que
<

b-5'<h

bb-c)<b-22
2
resulta que
(b-5"1eleb)
Por otra parte, de

b= 5B =b-5

—a-d

atd-ozard-S=arlsa
2 2

b-8-F b-8-lb-ci=c-8'<c
resulta que
(b-8'"-Rjela,c)
Asi. B, siendo un periodo de f . se llega a la contradiccion
k= fb-8-F)=flb-8





Las contradicciones obtenidas en los apartados a) y b) demuestran el teorema.
Teorema 6
[image: image23.png]Dadala funcion f: R — R, sea g: R — R Ia funcién definida por
2(x) = flixr+m)

donde &,m e R y k= 0. Entonces.
1) Dy =\xl lkx+m)e D, || es decir
1eD, & (kx+mieD, (20)

s

2)Si P es un periodo de f %es un periodo de g

P
3)Si P es el periodo principal de £ M el periodo principal de g




Demostración: 1) Es evidente. 
[image: image24.png]2)Si P es un periodo de f entonces, teniendo en cuenta el apartado 1), se puede afimar que

xeD, & (kxtmieD, & kntm+PeD, \@[k[x+§]+m]eDl @[x+§]eD,
& &

g[x+£] = fllx+ P4m)= flextm)= glx)

cualquiera que sea x € Dy Por tanto P/ es un periodo de g
3)Si P es el periodo principal de f entonces, segun el apartado 2), P/[4| es un periodo positivo de g . Si

P'fuera un otro periodo positivo de g verificando la relacién

<= @1
I

entonces, para cualquier x € D, tendriamos
xeD, & (x+kPeD, @)

glx+kP')=g(x) @)




Pero, según (20), (22) y (23) son equivalentes a
[image: image25.png]lx+mieD, < (kx+tm+kPleD, (4)

Flkxtm+kP) = fliextm) @)
respectivamente
Teniendo en cuenta que, segin el apartado 1), cuando x es un elemento cualquiera de Dy . y = kx-+m esun

elemento cualquiera de D, para cualquier y € D, tendremos
yeD, & (y+kPleD, (25)

Sy +EPV() @n
De(26) y (27) resulta que kP' esun periodode f . Asi [k|P" es un periodo positivo de £y, puesto queP es
el periodo principal de f . tendremos

Lop 8

PP o =
Jel

P P
Ahora, de (21) y (26) resulta que P'= M asi e el periodo principal de g




Observación 3: 
[image: image26.png]Segin el teorema 6 y la aplicacion 1. el periodo principal de las funciones

x—>senlkr+m) y x—>cosikntm)

on L
serd W mientras que el periodo principal de la funcion  x — tglkx+1) es W




Teorema 7
[image: image27.png]Si P es un periodo de la funcion £ R — R ylafuncién g R — R cumple la condicion
InifinDy =@ (@9)

_entonces g o f es una funcion periodicade periodo P SiP es el periodo principal de f . g esinyectivay se
verifica la condicion (29) entonces P es el periodo principal de g o f




Demostración: Obviamente,
[image: image28.png]xe€D,, © xeD, y f(xeD, @0

Al'ser P un periodo de f y teniendo en cuenta la relacion (30), se obtiene que
xeD,, & zeD, y f@eD,

& (x+PieD, y flx+PieD,
o (x+PieD,

(gofix+Pi=glrx+Pl=glf@]=(g o)

de donde resulta que P es un periodo de g o f




Supongamos ahora que
[image: image29.png]P es el periodo principal de f . que g es inyectiva y que se cumple Ia condicion (29)

De la primera parte de la demostracién resulta que 2 es un periodo positivo de g o f . mientras que (29)
implica que

D:

Si P' fuera otro periodo positivo de g f , tal que
PP @2)
entonces para cuslquier x € Dy, resultaria que

1€D,, & (x+PeD,, (33)
elrx+Pil=elr@] @4
Teniendo en cuenta la igualdad (31) y la inyectividad de g, (33) y (34) son equivalentes a
x€D,, & (x+PleD,, (35)
Six+Pli=f(x) (36)

cualquiera que sea x € D,
De (35) y (36) resulta que P" s un periodo positivode f yteniendo en cuenta que P es el periodo principal
de f . tendremos
pPzp ()
De (31)y de (37) resulta que P= P' y asi P es el periodo principal de g o f




Ejemplo 1: 
[image: image30.png]Si f y g sonlas funciones definidas por

Flxl=senx y glxi=A2+x
entonces
Dy=[-2+0) ¢ Imif)

Obviamente, Im( f) C Dy y g esinyectiva Entonces. segin elteorema 7, g o f es una funcion periédica de
periodo principal 21




Ejemplo 2: 
Si 

[image: image31.png]2x+1
2 x+l

Sflxi=senx y glx

entonces D,
g(-2) =g

e Tmif)=[~1,1]yportanto Im(f) C D, Sinembargo g no es inyectiva, dado que

Seginel teorema 7., resulta que 2 es un periodo parala funcion = g © f , pero este teorema no aclarasi 277
esono el periodo principal Al ser & una funcién periédica continua y no constante, segin el teorema 1, existe el
periodo principal £ de # . Luego, puesto que todos los periodos son mitiplos del periodoprincipal, tendremos
27
*
donde & € NV*. Por un célculo sencillo se obtiene que

2sen” 5= 25en x+1] cosx

B @8

Bx)=

sen’x+senz+1
y que las raices de 4" (expresadas en radianes) en el intervalo [0, 277] son las siguientes:
R=03M 5 =T m=3516 . Es

La tabla de variacion de h en el intervalo [0.2r] siendo

Wiz

Bix)

se observa que 4 es estrictamente decreciente en el intervalo [x;, %, | y estrictamente creciente sobre el

intervalo [x,,27]




Entonces, según el teorema 3,
[image: image32.png]By=2m-x, > 275 rad @9

De (38) y (39) resuhta que £ =16 k =2 Para k = 2 se obtiene que 5, = 77 yesto es imposible. puesto que

Ty 8 kil
hi= hl—+m|[=0
[s] 77 [6 ”]

1 yasi 27 es el periodo principal de &

Portanto, &

Ejemplo 3: Sean f(x/=senx y g(x)=cos 2x. Obviamente

=R Im(f)=

~11]. W (nHecD,

¥ g noesinyectiva Segin elteorema 4.7.4, 277 es un periodo dela funcion & = g o Al ser & una funcién
periddica continua y no constante, segin el teorema 1, resulta la existencia del periodo principal Ps. Luego
puesto que todos los periodos son mitiplos del periodo principal

PH:% (keN* )




Evidentemente, 
[image: image33.png]1'(x) = ~2cos xeen 2senx)

HE)=0 & cosx=0 ¢ sen(2senxi=
Dado que

L
son (Qoonx|=0 & Zoemz=am €Z) © senx=nT neZ) S senr=0

' se anula en el intervalo [0,277] en los puntos siguientes:

x
m=0m=T n=r.n =T 5 =01




Por otra parte, de
[image: image34.png]-2<2senx<2
resulta que si x € [0,277]. entonces
sen(2senx| >0 & senx >0
Asi, 4 tiene la tabla de variacion siguiente:

x 0
cosx B
senizsenx) T
e T
H(x) T

Se observa que & es estrictamente creciente en el intervalo estrictamente decreciente en

[37”,2”} Segin el teorema 3

Bz2m-mw=7 @)

e (40) y (41) resuta que k=16 k=2 Pam k=2 B=m y
J{x+77)= cos (2en(x+71) = cos(~ 2sen x)= cos (20en x)= hix)

cualquiera que sea x € R Asi. 7T es un periodo de # y teniendo en cuenta que para & =1 se obtiene el
periodo 277 > 77 el periodo principal de & serd 77




Teorema 8
[image: image35.png]Sean fy ¥ f, dosfunciones periédicas conlos periodos By B respectivamente. Siexsten’ &, € Z*

y Pe R’ tales que
B

kP y B=kP

entonces siendo k el minimo comdn mitiplo de k, y k,. kPserd un periodo de las funciones
A+Fafi=Fo i fay ) J,. siempre y cuando, el dominio de definicién de estas funciones no es el
conjunto vacio




Demostración: 
[image: image36.png]Obviamente
Dyup =D, AD, @)

Si k= myk, = myk, . entonces
x€D,,, © xeD, y xeD,

o (x+tmBieD, y (x+mBieD,
& (xtmkPieD, y (x+mi,PieD,
o (x+kPieD; y (x+kPieD,

= (x+kPleD,,,

At Bt kPi= A (x+kPI+ (x4 kP)= filx+ i PI+ £yt mke,P

=AltmBI+hxtmB= AR+ LE = A+

Portanto kP es un periodo de f, + 7,
La demostracion es absolutaments andloga para £, — fy. /i fs ¥ filds
Sin embargo, para f, / £, hay que tener en cuenta que
Dy =Dy Dy~ £ixi= 0}
¥ que
H@20 & flxtkPiz0

cualesquiera que sean x€ D, y ke Z'




Ejemplo 4: 
[image: image37.png]Segin el teorema 6, las funciones £, y ;. definidas por
A@=cosdx y f,(x)=senbx

L
son pericdicas y isnen el period principal - y 5. respecivamen. Teriendo en cuenta qus

x_,x =«
Z3Z 2,
277873

ol

L
segin elteorema B, 6. 5= 7 serd un perodo d a funcion

i+ x> cosdx +senbx




Observación 4:
[image: image38.png]SikeR* f:R—>R esuna funcion periédica de periodo Py g: R — R se define por g(x) = kx.
entonces, segun el teorema 7. Ia funcion

K =gof x>k(x)

es una funcién periédica de periodo P




Ejemplo 5:
[image: image39.png]Si fy y f, sonlas funciones definidas en el ejemplo 4. Dado que, segin la observacién . la funcién constante

i x =1 puede ser considerada como una funcion de periodo 77 segiin el ejemplo 4 y la observacion 4, la
funcin

i+ 5,=2f, 5= 1+ cosdx— 2sen bx

. &s también peridica y tiene el periodo 7




Ejemplo 6: 
[image: image40.png]Sean £,y f, las funciones definidas en el ejemplo 4y sea f, definida por f, (x) = sen 2x. cuyo periodo
principal es 77 Entonces, segun el teorema 8, Ia funcion

i+ A= 2, fy x> 1+ cosdx— 2senbx+sen2x

es periodica y de periodo 77
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