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El teorema  último de Fermat
(Una demostración para exponente simple impar)
1. Resumen
2. Proposición de Fermat
3. Conclusión
Resumen

Se ha intentado verificar la proposición de Fermat para el caso de exponente n simple impar, mediante consideraciones basadas en la divisibilidad de los números, en el dominio de los números naturales, expresables de acuerdo con el teorema fundamental de la aritmética, como producto de factores simples enteros y positivos.  

[image: image1.png]‘Tomandola ecuacien de Fermat enla formam "~ a*= 5%, se demuestra que m —a, divisor del primer miembro
de esta ecuacion y por tanto de 5 % es un numero compueste, no prime con 5 y no multplo de 7 porque la

solucion no estaria formada por primos entre si dos a dos como se exige, ni divisor de 5 porque ello implica
necesariamente que 7 es igual a 2.
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(n-a) > m™ ¢’ v1a condiciénde que m — a y b deben tener un factor
=

Dadala factorizacionm "~ a
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i
comiin para que exista la soluciénrequerida, se demuestra que para 7 simple impar, la suma > m™a’, en
=
1aque my a son primos entre si, debe poseer no obstante por divisor, una potencia n-sima de entero y por
consiguiente 71 ¥ @ no pueden ser primos entre si.





Proposición de Fermat

Si n es entero mayor que 2, no existen tres números enteros positivos, m, a, b, que verifiquen la ecuación,
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mt=a"+b"




Escolio 1.

La resolución de la ecuación de Fermat  requiere que m – a divida a la potencia n-sima de un entero que sea diferencia de potencias de igual grado de los enteros m y a. 

Las soluciones m, a, b, n  de (1), que aquí se consideran, así como los valores numéricos de los símbolos que se emplean, son  números de la clase de los enteros positivos, descomponibles según la forma canónica ordinaria y única, en monomios producto de potencias de exponente natural de factores simples enteros positivos, de acuerdo con el teorema fundamental de la aritmética, por lo que quedan excluidas todas las demás formas de factorización de los números naturales. 
Basta considerar, como es sabido, los casos en que m, a y b son primos entre sí dos a dos y el exponente n igual a 4, o simple mayor que 2, que es el que se precisa probar, pues la proposición de Fermat es verdadera para  n = 4.

La ecuación (1) puede ponerse bajo la forma

[image: image3.png]mr—ar=b*,
Siendo m ¢l mayor de la tema solucion, si supenemos que a > b se podré establecer,

a~brm>azb>m-a,
ysiesa<hser,

b-a=m>b>a=m-b,

que son formalmente equivalentes. Trataremos en todo lo que sigue ¢l caso a > 5, y ¢l procedimiento serd.
aplicable directamente al caso @ < 5 permutando entre si a y b en las expresiones resultantes.

En lo referente a las paridades de los numeros de la tema solucién, se reconoce que esti formada por dos
mimeros impares y uno par, ¥ como la potencia del numero par seré miltiplo e 4, los impares seran de la
misma forma, a saber, 4k =1 0 4k ~ 1 si la diferencia de sus potencias 7-simas es la potencia del par, o de
diferente forma, 4k =1 y 4k— 1, i su suma esa potencia del par, dado que estas formas permanecen al tomar
sus potencias con exponente entero impar.

Ahora bien, 7 *~ a* por ser 7 impar, es siempre divisible por  ~a,  si la ecuacién (1) se cumple, m ~a
dividira tambiéna &% y 5 y m ~a poseeran al menos un factor comin distinto e 1, y su maximo comun divisor
sera superior a la unidad. La proposicin de Fermat establece por tanto quesi 7 esmayor que 2, ¥ 5y m ~ano
son primos entre i, condicion necesaria para que se cumpla su ecuacion, no existen e enteros positivos 7, @, &
que la resuclvan.

Siendo 7 simple, m, a, b, verificaran las congruencias modulo 7 siguientes

mi=m=nM, a*=a<nd, bi=b=nB

¥ sino fuera de aplicacién1a proposicien de Fermat para una determinada tema m, a, b, la ecuacién (1) tendria
solucién en los téminos que clla niega y se verificaria la congruencia modulo .

@ b=m-a=nd,

relacion que confirma las desigualdades anteriores y muesira que las soluciones posibles de la ecuacion (1)
estin formadas por numeros m, a, b, mayores que 1.

Determinaremos la verdad de la proposicion de Fermat, analizandolos posibles casos derelacion entre b y 1 =
a v entre ambos mimeros y el modulo 7, teniendo en cuenta, segrin el caso, que debe verificarse la relacion (2)
sila ecuacion de Fermat tiene solucion.





Proposición 1.

[image: image4.png]Si 7~ a es mttiplo del simple n> 2 la proposicién de Fermat es verdadera.

En el supuesto de que la Proposicion 1 no sea verdadera, la ecuacion (1) tiene solucion v se cumplela
congruencia (2), =m-a+nd,ysim-a=c,esc=ny y serd miltiplo de 1 el mimero 5, a saber b =3
De m-a=nyesm*=(a=n)% y comon es simple s,
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[image: image5.png]Enesta relacin la suma debe ser un entero sin ser 71 divisor de & y2 que ay b son primos entre si, por Io tanto
‘muestra la divisibilidad de " — »"por m— a = =y Es decir, es cierta la relacion de divisibilidad,

por consiguiente seria,
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¥ por itimo,
‘con'lo que la sumatoria deberia ser divisible por 7. Si la desarrollamos de forma explicita teniendo en cuenta que

¢ 1, se tendrs,

7 yquen:

i
e @y b

vsinesmayor que2, @ seria divisible por e simple 1 v este nimero seria factor de v de @ ala vez
Resultaria asi que en el supuesto en que 71— a fuese miltiplo del simple 7, y en particular igual a 7, la solucién
de la ecuacion de Fermat estaria formada por una tema de nimeros que no serian primos entre i, dos a dos
‘como se exige (Escolio 1). Por consiguiente, si 2 ecuacion de Fermat tiene solucion para 7 simple mayor que 2,
b m—a, que no son primos entre i, Escolio 1, son primos con el simple 7.




Proposición 2

[image: image6.png]Si b es multiplo de  ~ @ la proposicin de Fermat es verdadera
Con m~a =, entero positivo, primo con 7y con @ por ser m Y @ primos entre si, se tendra para ' ~ o
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¥ i suponemos que 5 = p.c v no fuera de aplicacion en este caso la proposicién de Fermat, la ecuacin (1)

tendria la solucion que se le niega, de manera que el sequndo miembro e la ecuacion (3), tendria que ser ¢l
mimero,

Se tendréasipara p -

¥ la sumatoria el segundo miembro, en el que 4 es primo con ¢, tendria que ser un entero
Siendo 7 simple se tendré,

-y
? :1+n2n1[5j Jon= 1= 1 = -2, 12 = A 1103),
B

' como 1o es divisor de ¢ por la Proposicién 1, la sumatoria, con 4 no divisible por ¢, deberd ser un entero, es
decir, con P entero ser,

) pt=1+nP,

¥ p 1o serd divisible por 7
Como es 7 simple, se cumplird la congruencia

&)

p+nQ




De estas dos relaciones se obtiene,
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v como  simple no es divisor de p se verificaria la congruencia de Fermat,
@ Pl t4ng
‘Hallemos una expresion para el entero P en forma de razon de dos nimeros. Se tendra de (3) v (7).

®) p==.

¥(5). teniendo en cuenta. (6). se podré poner como,

z.e,
q q

o bien, dividiendo ambos miembros por Qg

n-1
2 -1+ £°2





y también,

[image: image8.png]@ -g"IXP- Q)= @-9g™

Haciendo L = Q"' y M=g
finalmente para el entero P,

en el supuesto de que c sea divisor de 5 y no milltiplo de 7, serd

®

¥ ¢l exponente comin del binomio del numerador de esta razon ha de Ser un nimero entero para que sea
divisible por el denominador y sea P entero, lo cual se satisface tmicamente para 7 = 2. En consecuencia, si b es
‘miltiplo de 7 — & la solucion en enteros positivos de Ia ecuacion de Fermat solo es posible si 7z =2. Esta
consideracion es aplicable al caso 7 — a = 1 pues todo nimero es milltiplo de la unidad. En efecto son posibles
teras pitagdricas en Ias que dos de sus mimeros son consecutivos, en particular Ias que b es impar pues su
cuadrado siendo impar serd diferencia de cuadrados de dos nimeros consecutivos.




Corolario 1.

[image: image9.png]Sim - a es simple, la proposicién de Fermat es verdadera.

Como m—adivide a " — 4", si se cumpliera la ecuacion (1) porque no fuera de aplicacion en este caso la

proposicion de Fermat, dividiria también a 5"y si m — & fuese simple, 1 incluido, esto solo seria posible si 5 lo
tuviera como factor. Seria de aplicacion 1o expuesto en la Proposicion 2 y por 10 tanto 7 no seria mayor que 2




Escolio 2.

[image: image10.png]No obstante lo anterior cabe considerar en la expresién que da P para este caso b = .c, ¢ supuesto de que ¢l
simple 1 fuese mayor que 2. Se tendria entonces para P la suma,

o010 que es igual,
. g
P=0Y =2 T

¥ de (5) resultaria para el entero 2,

que implica la divisibilidad de p por . contrariamente a lo obtenido mas arriba, en (4), que asigna al entero P
el nimero

Ahora bien, si p es divisible por 7 1o serd b = p.c y por 1a (2) m - a serd también miltiplo de n>2, y por la
Proposicion 1 1a solucién de (1) no estara formada por nimeros primos entre si dos a dos.




Escolio 3
Hasta aquí se ha demostrado que si n es simple mayor que 2 y divisor de m – a, la proposición de Fermat es  verdadera, pues en este caso, la solución de la ecuación (1) no estaría formada por tres enteros positivos primos entre sí dos a dos, (Proposición 1).

Se ha demostrado que si m – a es divisor de b o simple, la proposición de Fermat es verdadera, y sólo tiene solución la ecuación (1) en m, a, b enteros positivos, si n = 2 en virtud de la Proposición 2. 

Se ha demostrado igualmente que para todo exponente entero n mayor que 2, b y m – a, no son primos entre si, (Escolio 1) y son primos con el simple n (Proposición 1) que, por tanto, no puede ser el factor común requerido para resolver la ecuación de Fermat. 
Como el caso en que b es múltiplo de c implica que n es igual a 2, se debe considerar el supuesto en que b y c poseen un factor común distinto de c.  
Proposición 3

[image: image11.png]El divisor comina by m—a =c lo s de su méximo comin divisor M, por lo tanto con f; ¥
M 6y se cumple,

‘primos entre si

a0 B

lo que muestra Ia no divisibilidad de & por ¢ v Ia posibilidad de que la ecuacion de Fermat posea soluciones
enteras para 1 > 2 siempre que sea b * seadivisible por ¢ pues 10 es 1 *~ a”. Como ¢ debe dividir a 5 ”, serd un
‘mimero entero la razén 5 */ ¢, 0 sea ¢l nimero,

¥ o deberd ser divisor de My* ™, v por tanto de 5, aunque no necesariamente de Ms . Si s es el divisor

comiin sera divisor de M, y 5/ ¢ serd miltiplo de Ia potencia r-sima del entero fs, a saber, b/ ¢ ysi
se cumple la ecuacidn de Fermat se tendra,
aD Be=(ni-a) c=mT =
i
etk g et
1asuma del sequndo miembro, " " *g" , debera ser divisible por 5"y por tanto divisible por &y s
i

deberia ser divisor de 7y de @ 1o cual es imposible, porque m ¥ a son primos entre si, y la suma es la
representacicn de un nimero mediante una forma propia de gado 71~ 1 par, que carece de divisores que sean
potencias de entero de grado 71~ 1, por tanto 7; no puede ser divisor de M
‘Ahora bien, 7 y Ms tendrén al menos un factor comin si se satisface la ecuacion de Fermat, y todos los factores
simples de 7 lo serin de Ms, con la condicion de que las potencias de grados ¢ y  que poseen los mismos
factores en jy y My respectivamente, deberan cumplir la relacin,

e (1= 15

Si My es el miximo comin divisor de My y 72, el divisor el comiina by ¢, serd divisor de M, y serd ahora, My
M; 71, con 8, ¥ 71 primos entre Si; procediendo como en el caso precedente, se obtendr para el entero
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enlaque 71, divisor de o que es primo con 5, no puede dividir a fs, y 71, ademds de dividir ac, sera divisor de
M* ™2y de 572, pero 71 no podra ser divisor de M; porque seria de aplicacion 1o recién expuesto para el
supuesto en que 75 es divisor de My. Ahora bien, 71 y M; tendran al menos un divisor comin y procediendo con
71y M; de Ia misma manera que con 7 ¥ Ms, y con los sucesivos 7; v M;, se alcanzard una condicion limite
definida por los mimeros M ¥ 7. cuyo maximo comn divisor sera el propio 7, divisor de todas las potencias
de M

La razén 5°/ ¢ serd finalmente,

B i,

bR A
< P

g

en la que 75 es primo con todos los nimeros § del mumerador, y si se verifica la ecuacion de Fermat, deberd ser
de aplicacion la igualdad (11), y i deberia ser divisor de 7y de , o cual es imposible porque son primos entre
iy carecen de divisores comunes _ Es decir, si 7 es simple mayor que 2, la condicion de que 7~ a debe dividir
a4 =m"~a" v por tanto poseer con el entero b un factor comin, implica la pérdida de la condicicn de
coprimos de m y & En consecuencia no existe un entero 5 cuya potencia de exponente simple impar 5 sea
diferencia de pofencias de igual grado de dos nimeros naturales.




Conclusión

Mediante métodos de álgebra elemental y criterios de divisibilidad de los números naturales en el dominio regido exclusivamente por el teorema fundamental de la aritmética, se demuestra que 
[image: image13.png]paran simple mayor que 2, -~ 4, que divide al primer miembro e la ecuacion de Fermat m "~ " = 5%, noa
divide 2 la potencia base entera que figura en el segundo miembro, lo que excluye los valores del simple 1
superiores a 2

En consecuencia, Ia ecuacion m

5710 tiene solucion en . 4, b, enteros positivos para . simple impar
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