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Distribución gamma y sus relativos
1. Función Gamma
2. Distribución Gamma
[image: image16.emf]
La grafica de cualquier fdp normal tiene una forma de campana, y por consiguiente, es simétrica. Hay muchas situaciones practicas en las que la variable de interés para el experimento podría tener una distribución sesgada .Una familia de fdp que produce una amplia variedad de formas distributivas segadas es la gamma. Para definir la familia de distribuciones gamma, primero es necesario distribuir una función que desempeña un papel importante en muchas ramas de las matemáticas.
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Función Gamma
[image: image2.png]Definicion: La funcién gamma denotada por I, se define por:
=1, —
I'(a) = fo x% e *dx (1)

Donde o es unnimero real positivo.c:>0




Propiedades:
[image: image3.png]1) sicis1, entonces, (@) = (o— 1) T (a— 1)
En efecto, haciendou=X""1 dx = e~*dx enla funcién gamma, integrando por
partes, se obtiene.

r(@) =limy o [—x e Por (1) )7 x5 26 dx
_ _ © -2 ,-x
=0+ (a—1) [ x* e dx

Donde “e “es.
LuegoT (1) = (0-1) T (0-1). una constante

ysuvalores

e~2,71828
2) [(1) 1

1
3) I‘(i) = f;xiie’)‘ =i

™= (-1

En efecto, aplicando: T'(01)= (0t-1) T (0t-1), repetidamente, resulta
T'(n)=(n-1) (n-2) (n-3)..T (1)

Luego, T (n)=(n-1)!

Mediante la expresién de |2 funcién gamma (1.1)

x*le*

= x=0
fxa) = { @ e (1.2)
0 en caso contrario

Entonces f{xic) 20" f(x;a) dx = I'(@)/T'(e) = 1,asi que f(x;a) satisface las dos

propiedades bésicas de una fdp.




Distribución Gamma
Definición: Se dice que una variable continua X tiene una distribución gamma si la fdp de X es:
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Donde los parametros son 0ty [ satisfacen 020,350, La distribucién gamma esténdar tiene B=
modo que la fdp de una va gamma estandar ests dada por la ecuacién (1.2)

, de

En la figura 1(a) se ilustran las graficas de la fdp gamma fxc,B) (1.3) para varios pares (0,8)
mientras que la figura 1(b) representa graficas de la fdp gamma esténdar. Para la fdp esténdar,
cuando o<1, f{x;e)disminuye en forma estricta cuando x aumenta desde cero; cuando o>1, f(x;0)

aumenta desde Oen x=Ohasta un méximo y luego disminuye. £l parmetro B en (L3) se llama
parametro de escala, porque los valores diferentes de uno alargan o comprimen la fdp en la

direccion x.




Grafica de una distribución gamma

[image: image17.png]L_.I™ Diirbucion Gamma Funciones representadas
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Curva de densidad gamma 1(a)
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f(x;(,()
Curva de densidad gamma estándar 1(b)
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f(x;()
[image: image5.png]E(X) y E(X") se puede obtenera partir de una integracion bastante directay, por consiguiente,
V(X)=E(X2)-[E(X)*].

La mediay la varianza de una variable aleatoria X que tiene la distribucion gamma f(x;ct, B) son:
EX)=p=ap V(X) = 0% = ap?

Demostrando la media E(X)=t = aff

E(X)=/ xf(x) dx

Nota: (Modelo de Gammay
_x .
1~ /B dx modelo de Poisson)

o ﬁ“l'( 0*

ucién gamma describe
la funcién de densidad de la

variable aleatoria que presenta

e tiempo que transcurre hasta
que ocurra  un  nimero

f (ﬁ)rﬁ»l 1 —x/ﬁdx

“r@ 0 especifico de  eventos de
Poisson con promedio A.este
L ra+1) numero  especifico es el
parémetro a,y B=ken a funcién
de densidad gamma.
= ul"(u)

Ba

Demostrando la media v(x)=¢* = ap>

V(X)=E(X*)-[E(X)

E(X)= [ X2f(x)dx
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Cuando X es una va gamma estándar, la fda  de X,
[image: image7.png]oo 28 1e~%
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Se llama funcién gamma incompletala veces la funcién gamma incompleta se refiere 2 la
expresién (14) sin el denominador T'(a ) en e

egrando ].Existen tablas extensas de
F(x; @) por ejemplo en la siguiente tabla, se presenta una tabulacién pequefia para
a=12, 10 yx=1,2, 15.

Ejemplo: suponga que el tiempo de reaccién X, de un in
estimulo

duo elegidoal azar a cierto

ne una distribucién gamma estindar con 0:=2s puesto que

P(a<X<b)=F (b)-F(a)

Cuando X es continua, o~

P (3<X<5) = F (5;2) -F 960-0.801 = 0,159 | Tiene estaforma pero loise asi
v ' porque primero deven aprendera
idad de que el tiempo de reaccién sea més de ds es: | integracion por parts

P(X>4)=1-P(X<4)=1-F (4;2) = 1-0.908 = 0.092

Recordar &sto de integrales: Pla<x<b)- [, f(x) dx = F(b) — F(a)

Si(x) es continua de [a, b]:

£ G0 dx = 7 700 dx [ 1) e

Si () es continua [0;>

f;(x) ax :f:m ax J:m ax




La función gamma incompleta también se puede usar para calcular las probabilidades que tienen que ver con distribuciones gamma no estándar.
PROPOSICIÓN
[image: image8.png]Sea que X tiene una distribucién gamma con parmetros ayB.Entonces, para cualquier
X>0, |2 fda de Xesté dada por:

P{XSK]=F{xic, B)=F (5

sa)

Donde F (1) es la funcién gamma incompleta®.




Ejemplo: 
[image: image9.png]Suponga que el tiempo de supervivencia X en semanas de un ratén macho elegi

azar expuesto a 240 rads de radiacién gamma tiene una distribucién gamma con 0:=8 y
P=15.(datos de Survival Distributions :Reliability Applications in the Biomedical Services
Jde A Gross y V.Clark ,hacen pensar que 0~8.5 y P~13.3).El tiempo de superviven
esperado es E(X)=(8)(15)=120 semanas ,mientras que V(X)=(8)(15)’=1800 Y
V1800 = 42.43 semanas la probabilidad de que un ratén sobreviva entre 60y

120 semanas es :

ox

P (60<X<120) =P(X<120) - P(X<60)
=F (120/15; 8) - F (60/15; 8)

=F (8; 8) - F (4; 8) = 0.547-0.051=0.496

La probabilidad de que un ratén sobreviva por lo menos 30 semanas

P (X230)= 1- P(X<30) =

- P(X<30)=

-F(30/15; 8) = 0.999

Algunas acotaciones més para su mejor
entendimiento

Notacién X~G (o)
La variable aleatoria X tiene distribucién gama con pardmetrosa,.

La distribucién gamma eslamada la distribucién de Erlang con pardmetrosa, . siendo o
un entero positivo. En este caso la funcién es conocida como gamma incompleta
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El modelo gamma se ha utilizado frecuentemente en variables  tales como:
[image: image11.png]-

El tiempo (o espacio) requerido para observar? Ocurrencias del evento A en el
intervalo t{o regién del espacio), sucesos del tipo Poisson.

Problemas de trafico en lineas telefénicas, ERLANG, 1900.

Flujos méaximos, MARKOVIC, 1965.

Resistencia de componentes del concreto reforzado, TICHY VARLIETK, 1965.
Altura de |a precipitacion mensual, WHITCOMB, 1940.

Tiempo de falla de un sistema de o subestaciones en una frecuenciar..

Ingresos familiares
Edad del hombre al contraer matrimonio por primera vez.

FEEREEEEE

mpo total para complementar una operacién, si esta se lleva a cabo en o

subestaciones a una frecuenciat..

fdp: En teoria de la probabilidad, Ia funcién de densidad de probabilidad, funcién de

den:

ad, o, simplemente densidad de una variable aleatoria continua es una funcién,
usualmente denominada f(x) que describe la densidad de la probabilidad en cada punto

dad de que la variable aleatoria tome un valor

del espacio de tal manera que la probal

dentro de un determinado conjunto sea la integral de la funcién de densidad sobre dicho

conjunto.





Ejemplo: 
[image: image12.png]En cierta ciudad el consumo diario de energia eléctrica, en millones kilovatios por hora,
puede considerarse como unava ucién gamma de parémetros
a=3yi=p i =05

ble aleatoria con di

La planta de energia de esta ciudad tiene una capa
KW/hora

Cusles la probabilidad de que este abastecimiento sea:

2. Insuficiente en un dia cualquiera?
b. S tre 3y 8 mill de KW. /Hora?

& consuma entre 31 & millones de KW. /Hora
c. Encuentre el E(X)y V(X). P =)

Solus

L [2°(0.5)°X2e705% dx = 0.124652

2 POOL ik

-P(X<10)=

S (8 2,05y
- [* X% dx = 0.571

b P3X<B)L [

v(x)_n_’? =12=0=3.46





Ejemplo: Suponga que el tiempo, en horas, que toma reparar una bomba es una variable aleatoria x que tiene una distribución gamma con parámetros a = 2 y b = 1/2. ¿Cuál es la probabilidad de que en el siguiente servicio:
a) tome cuando mucho 1 hora reparar la bomba?
[image: image13.png]r(@)= [ x*ledx
Funcién gamma:
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J"(xe"” )dx =-lxe™ - J'(— ,‘-e"’)dx =-lxe-leM+c

Plx<1)=4-dxe™ -3} =dl(-2e7 - o)~ (- 4)] = 0.5940

R/ La probabilidad es de 0.5940.





b) Al menos se requieren 2 horas para reparar la bomba?
[image: image14.png]Fx22)=1-Hx(2)=1 4ijeh)dx 14 Lxe™-1e ‘E 14[(-0"-"

A _2) 1-09084 = 00916

R/ La probabilidad es de 0.0916.
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