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Resumen

De forma hipotética, se ha supuesto que el universo es una tri-brane inmersa en un espaciotiempo
anti-deSitter cinco dimensional, con la materia bariénica y oscura confinada sobre ella, en tanto
que la gravedad puede actuar en todo el espaciotiempo completo, es decir en el espaciotiempo
anti-de Sitter 5D, entonces puede considerarse que la propagacién causal de senales luminosas y
gravitacionales, en general pueden difererir. Se puede dar el caso de que una senal gravitacional
viajando entre dos puntos sobre la brane pueda pasar al llamado bulk, y que bajo algunas circun-
stancias especiales, dicha senal pueda manifestarse de forma més rdpida que una senal luminosa
que viaje entre estos dos puntos. Es propdsito de este trabajo ilustrar algunos elementos esenciales
del modelo de braneworld, mostrar el hecho anterior, y determinar algunas consecuencias de este
efecto sobre la cosmologia.

PACS: 04.50.-h, 04.50.Kd, 14.70.Kv
Palabras Claves: Mundobrane, dimensiones adicionales, reduccién KK, gravitones.

Abstract

Hypothetically, it is assumed that the universe is a three-brane embedded in a spacetime five
dimensional anti-Desitter with baryonic and dark matter confined on it, while gravity can act
across the full spacetime, ie in anti-de Sitter spacetime 5D, then it may be that the causal
propagation and gravitational light signals in general can defer. It may be the case that a
gravitational signal traveling between two points on the brane can pass the call bulk, and that
under some circumstances, such a signal can manifest faster than light signal to travel between
these two points. Purpose of this paper is to illustrate some essential elements braneworld model,
show the above fact, and determine some consequences of this effect on cosmology.
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1 Introduccion

Los modelos de altas dimensiones han cobrado una singular importancia, debido a que suministran soluciones,
enfoques y aproximaciones diferentes a los convencionales, fundamentalmente en la consideracién de problemas
de vieja data en la fisica; como por ejemplo, el problema de jerarquias de la fisica de particulas, el cual consiste
en la débil intensidad del campo gravitacional en comparacién con la intensidad de los otros campos, en otros
términos se trata del problema existente entre la escala de energfa de Planck y la escala electrodébil, igualmente
y sin razén fundamental se observa, por lo menos a la fecha, una carencia marcada en la deteccién de radiacién
gravitacional, es decir en este momento no se ha logrado la deteccién de las llamadas ondas gravitacionales,
por una u otra razén, ademds, entre otras muchas cosas, se carece de un marco conceptual fundamental para la
unificacién de las interacciones fundamentales, esto es de una teoria de la gravedad cudntica; a nivel observacional
también encontramos hechos como el de la expansién acelerada del universo, la observacién de la llamada materia
oscura y energia oscura, y recientemente, las anomalias de la radiacién césmica de fondo. Esto, constituye toda
una suerte de elementos y circunstancias que propician el surgimiento de marcos tedéricos o de teorias alternativas
que den cuenta de los hechos anotados anteriormente como de otros que no se mencionan en este momento, es
all{, donde radica la importancia de estudiar y analizar las consecuencias de dichos modelos como el que propone
la teorfa de los mundobranas o de braneworld. Se pretende en este corto trabajo ilustrar algunos aspectos de los
llamados modelos brane, entre ellos la gravedad y la estructura global de una brane, y la propagacién de senales
gravitacionales y electromagneticas en un modelo braneworld[7][8][9][10] [15] [16].

2 Modelo de Randall-Sundrum

Considerando una métrica general, que de cuenta de soluciones de tipo cosmolégico, tal como

ds? = —N?(t,y)dt> + A%(t,y)v,;da’da’ + B>(t,y)dy” , (1)

53
en la cual podemos hacer B2(y) — 1, con lo cual se libera la coordenada adicional u extra de la funcién B?(y),
asi obtenemos|1][2]

dsiy, = —N?(y)dT” + AQ(y)’Yijdxidxj +dy? (2)

entonces podemos simplificar
dsiiy = (N?(y)6i; + A (y)y;) datda” + dy® (3)
de tal forma que se puede hacer la siguiente identificacion' (N2(y)di; + A%(y)v,;) = e =2 7, Esta identificacion
general permitira desarrollar el modelo de braneworld y solucionar en principio el problema de jerarquias, el cual
es un problema fundamental en la fisica de altas energias.
En el marco de los modelos de braneworld, como por ejemplo en los modelos de Randall y Sundrum, se
considera que las branes estan sumergidas en un espaciotiempo AdSs, en donde se puede introducir un sistema de

coordenado Gausiano normal, asf que las cooordenadas en tal espaciotiempo se pueden denotar como z# = (2%, y)
con lo cual puede considerarse que la métrica adopta la siguiente expresion[3][4]

ds® = e‘zKlyandx“dx” +dy? , (4)

el factor de curvatura exponencial, introducido anteriormente, significa que el volumen en el espacio 5D se puede
hacer pequeno cuando y se hace grande. En su primer articulo Randall y Sundrum mostraron que la jerarquia
entre la escala electrodébil de TeV y la aparente escala de Plank de 10'°GeV, se puede explicar por el factor de
curvatura, aun si el tamafio de la dimensién extra es relativamente pequefia (distancia entre branes). Ya en su
segundo articulo mostraron que si no existia una segunda brane, y la dimensién extra se extendia al infinito, la
gravedad puede permanece efectivamente localizada sobre la tinica brane existente, ya que el volumen integrado

1En realidad la métrica Randall-Sundrum tiene su origén en la teoria de cuerdas, propiamente dicha, y es alli donde se encuentra
plenamente justificado el factor de curvatura exponencial.
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permanece finito cuando y — oo, esta es la razén por la cual se propuso este modelo como una alternativa a la
compactificacion, es decir como un manera diferente de estudiar y de introducir dimensiones adicionales de tipo
espacial infinitas.

El éxito experimental de la ley Inversa del Cuadrado y de la Teoria General de la Relatividad, es que
parecen en todas las situaciones implicar cuatro dimensiones espaciotemporales no compactas (universo 3+1).
La concepcién cldsica o tradicional es que las dimensiones adicionales pueden ser aceptadas tan sélo si ellas
son compactas y suficientemente pequenas para ser consistentes con las pruebas gravitacionales corrientes, como
también es que si existen n-dimensiones extras compactas, la escala de Planck, debe relacionarse con la escala
gravitacional en altas dimensiones, mediante M3, = M2V, donde V,,, es el volumen del espacio n-dimensional.

El modelo Randall-Sundrum, muestra que nada de lo establecido anteriormente, es necesariamente cierto,
ya que lo establecido esta basado en las propiedades de una geometria factorizable, la historia puede cambiar
significativamente cuando tal consideracién sea omitida, talvéz la consecuencia mdas dramatica es que quizd
vivimos en un espaciotiempo de 4 + n dimensiones con n dimensiones de tipo no compactas, en perfecta
compatibilidad con la gravedad experimental.

Se muestra que la masa de Planck esta determinada por la curvatura de las altas dimensiones mas que por el
tamano de las dimensiones extras. Esta curvatura no entra en conflicto con la invarianza cuadridimensional de
Poincaré. La razon de lo establecido anteriormente, es que la curvatura del espacio cinco-dimensional soporta un
“estado acotado” de un gravitén en altas dimensiones sin masa permaneciendo confinado a una pequena regién
del espacio?[1] [2] [3].

En el escenario braneworld no se realiza una compactificacién para localizar la gravedad en la brane, sino
que por el contrario se considera que la curvatura del volumen (bulk) permite tratar la gravedad, para evitar
que ‘escape’ en las dimensiones extras, en tanto que a bajas energias interviene una constante cosmolégica de
tipo volumétrica (bulk), la cual "presiona" la gravedad

6 2
s —6u” (5)
donde [ es el radio de curvatura del espacio AdSs y donde p es la correspondiente escala de energia. Esto es
como si la constante cosmolégica volumétrica actuara para presionar el campo gravitacional cercano a la brane.
La métrica de los modelos RS, se puede escribir de forma general como

As =

ds* = 672K(y)77wdm”dx” +dy* (6)

en la que se ha introducido la funcién K (y), la cual contiene informacién de la dimensién extra.
Ahora bien, llevando la métrica a la ecuacién de campo gravitacional[17][18] [20], obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones

6K” = —k%Ay , 3K =r>N(y) , (7)

solucionando la primera ecuacién se obtiene la siguiente solucién

2 H2A
K(y) =1/— 65y5k|y|, (8)

corresponde a la funcién introducida anteriormente, lo cual nos dice que A debe ser negativo, ahora, si se integra
la segunda ecuacién desde —e a +¢ y tomando el limite &€ — 0, y en consideracién de la simetria Z, (simetria
de orbifold o periédica sobre una circunferencia), encontramos 6K = k), lo cual junto a K(y) = k | y | conduce
aque A5 = —%, que es la expresion andloga a lo que se conoce como ajuste-fino entre la tensién de la brane
y la constante cosmolégica volumétrica, asi que mediante un ajuste adecuado permite obtener la solucién RS
estdtica.

En el modelo RSI (modelos de dos branes), localizadas en y = 0, y = L, con simetria Z5, y donde se

considera que en cada brane existe una tensién, las cuales son iguales y opuestas, es decir +\, donde

2Es decir, que las fluctuaciones o interacciones gravitacionales descritas mediante los gravitones permanezcan acotadas o con-
strefiidas a las vecindades de la brane, para evitar que la energia de dichas interacciones termine escapando.
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2
_ My (9)
4rl?
de este modo en la brane de tensién positiva existe la escala fundamental de energia My (llamada brane oculta),
y en la brane de tensién negativa encontramos localizados los campos del Modelo Estandar que estan confinados
sobre esta brane (llamada brane visible). Debido al factor de curvatura exponencial, la escala efectiva sobre la
brane visible en y = L es la escala de Planck M,,, donde[3]

M2 = M2 [1— e (10)

expresién que muestra una aproximacion a la solucién del problema de jerarquias, cuando L — oo, Mg = M3I,
luego existe un valor bien definido para la masa de Planck, incluso si la dimensién adicional es infinita[4].

En resumén, el modelo RSI, propone un mecanismo para solucionar el problema de jerarquias introduciendo
una dimensién extra pequena, con un espacio intermembrana tipo AdSs, en tanto que en el segundo modelo RSII
introduce una brane con tensién positiva y donde la segunda membrana se remueve al infinito, de tal forma que
aun si no existe la otra brane y la dimensién extra se extiende hasta el infinito, la gravedad permanece efectiva-
mente localizada sobre la brane existente, ya que el volumen completo permanece finito cuando la dimensién
extra tiende a infinito, esto es lo que se ha propuesto como una alternativa a la compactificacion.

3 Gravedad en el Braneworld RS

Segun lo anterior no existe problema en tomar L — oo, esto permite remover la brane ‘reguladora’ o invisible
del sistema de dos brane. Sin embargo es necesario determinar cuando el espectro de las fluctuaciones tensoriales
linealizadas es consistente con la gravedad cuadri-dimensional convencional. Esto, se requiere encontrar todos
los modos de oscilacién que pueden aparecer en el marco de la teorfa gravitacional, cuadri-dimensional, efectiva,
desarrollando una reduccién Kaluza-Klein en cuatro dimensiones (expansion en términos de una serie de Fourier).
Para hacer esto, se considera una perturbacién a la métrica; la cual se puede expresar como h,, = h(z",y) =
z/J(y)e’ipz/", lo cual representa las fluctuaciones gravitacionales linealizadas, alrededor de la métrica e 2* ‘y|nw.
De forma simple se puede interpretar h(z*,y) como el campo de gravitones (modos de "radiacién gravitacional "
o de ondas gravitacionales), los cuales se pueden expresar como una superposicién de ondas planas, para cumplir
con la condicién de fluctuaciones pequenas o linealizadas[5][6] [17] [18] [19].

De tal manera que los gravitones deben de satisfacer una ecuacién de onda, la cual en cinco dimensiones es

[0p0” — 0;07 +V (y)] h(z*,y) =0, (11)

donde los indices griegos barren las cuatro dimensiones convencionales, y los indices latinos barren las dimensiones
extras, el término V(y) que representa un ‘potencial’ (potencial geométrico) no trivial surgido de la curvatura
de la dimension adicional.

De esta forma tenemos que la funcién (y) es un modo propio de la ecuacién de onda en la dimensién
extra

(-0, + V()] ¥(y) = —m*P(y) , (12)
donde m? = p? , representa el momentum asociado a las ondas planas o simplemente la masa 4-dimensional de
las exitaciones KK. Definiendo las componentes de la fluctuacién que permitan obtener una solucién simple o
que lleve a que las componentes de la métrica queden desacopladas, mediante una calibracién o gauge, se define
el gauge R-S

hss = hus =0, hy,, =0, hl;=0. (13)

Es posible mostrar que esta condicién se puede imponer en el bulk, conduciendo, a la ecuacién de movimiento

(204 + 02 — 47 hy =0, (14)
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sin embargo, en general, el escoger el anterior gauge, no garantiza que la brane quede localizada en y = 0, de tal
manera que la localizacién de la membrana en general estard dada por una funcién en la dimensién adicional,
definida sobre las coordenas de la brane y = —&5(x*) , donde la funcién de localizacién satisface una ecuacién
de onda sobre la brane

1
0485 = EHT ; (15)

realizando un cambio de coordenas de normales (z*, y) a coordenadas Gaussianas normales <x“, y) ,en el

cual definimos la brane localizada en y = 0, ademds de que h;5 = h;g) =0, hy;, =0, h_l‘j = 0, adicionalmente se

asume que existe simetria en las condiciones cuando y — —y, para poder trabajar sobre el lado positivo de la

membrana 3 = 40, de tal manera que se puede mostrar que las condiciones de frontera sobre la brane requiere
que

@mf%ymw+ﬁ>=—owa‘Mf%wmw+ﬁ>—Ta%me+3m4 : (16)
condicion de frontera que implica que

- 1
[8y + 2[71} hyy = =4 (T — gef%ly\nle) , (17)

como en ambos gauges hss = hus = hss = hys = 0, la transformacién mds general entre ellos toma la forma

& = &(a”) (18)

=l

g = e M, 85 (@) + 610 (19)

y la ecuacién de transformacién del gauge toma la forma

hHV = hul/ - lgs,uu - 2l71€72k|y|nm/£5 + 672k|y|77p(;¢€,py) ’ (20)
de tal manera que la condicién de frontera, anotada anteriormente, se reduce a
_ 1 _ -
[0y + 207 hyy = — KTy — 3¢ Holy 1)+ 26715, (21)
asi que la ecuacién de onda que satisface el gravitén, en consideracion de las condiciones de frontera es
Oy 4 4 1 _ _
|:a2 + 8Z2/ - ﬁ + lé(y):| h#l/ =K |:(Tl“/ - ge 2k‘y|77,uvT) + 2k 155,#1/ 5(y) ) (22)

el siguiente paso es obtener la solucién de onda anterior, para lo cual definimos la funcién de Green retardada
5D, que satisface

[S; +0; — ;12 + ?5@)} Gr (z%,2%) = &5 (2 — 2) , (23)
entonces la solucién para los gravitones se puede expresar como
hyy = —2&/6[433“6’ (z*, z*) [(T - le_%ly‘ T)+ 2k ¢ (24)
m R ) w3 Nuv K Ssuv]|
donde la integracién se realiza sobre la membrana, es decir cuando y = 0, como AR, = 0, tenemos que

(Tpp — %e*%‘y‘an) +2k71¢;5 ., = 0, 1o cual nos conduce a la ecuacién Oyés = ERT.
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El comportamiento de h,,, en el infinito estd determinado por la forma de Gg (z%,2”). La funcién de Green
puede ser construida de un conjunto completo de estados propios en la forma usual, tenemos

a _ay _ d k otk (@ —a™) ¢( 9)2 um(y)um(y')
GR(x7$)__/(27r) ' [/ﬂ? (w + i€)? / dm m?2 + k2?2 — (w +1i€)? ]| ’ (25)

donde el primer término corresponde al modo cero de la oscilacién y el resto corresponde a los modos continuos
KK, que se pueden expresar por|[5]

_ afml [i(mD)Ya () — Yi(ml) Sy ()]
) = \/: /T (ml)2 + Yy (ml)?2 ' (26)

En lo siguiente se tratara de inferir el comportamiento de dicha funcién de onda.

4 Aproximacion de Campo débil

Para obtener la aproximacién de campo débil, en principio se considera una masa sobre una membrana y se
hacen las consideraciones adecuadas para encontrar la forma final del campo gravitacional débil y estatico para
hacer una aproximacioén a la ley universal de la gravedad de Newton.

Para el caso estacionario, se considera la funciéon de Green para el operador Laplaciano en términos de la
funcién de Green 5D hallada anteriormente, obteniendo[20]

o0

G(x, 9, %, y) = / dtCr (2%, 27) | (27)

— 00
donde x son las coordenadas cartesianas espaciales sobre la brane. Cuando ambos puntos de la coordenada
adicional se toman sobre la brane, es decir y = 3= 0 , se obtiene

G(x,0,%,0) ~ 1 lu s 2+---], (28)

ahora, si solamente uno de los puntos esta sobre la brane, podemos encontrar, la siguiente expresion

—a® | 2a%|x — x|* + 312
3/2
87Tl (a2 |X _ XAIQ + l2)

lo anterior muestra que la perturbacién métrica (gravitén) decae rapidamente al horizonte AdSs cuando y — oo.

Como se quiere obtener una solucién sobre la brane, es decir obtener los efectos de la fluctuacién gravitacional
sobre la brane, hacemos uso nuevamente de las coordenadas normales Gaussianas, de la seccién anterior y
obtenemos lo siguiente

G(x,y,%,0) =

; (29)

hyw = R+ hS,, +1E5 , + 20 ey e ¢ (30)

en donde se ha hecho la separacién entre los términos correspondientes a campos de materia, y los correspondi-
entes al desplazamiento sobre la brane. De tal forma que se puede expresar la fluctuacién gravitacional de la
siguiente manera

m / a ,Aa 1 —2R|
hMU = —2/{/d4$GR (m ,ZL‘ )(T/“j - ge 2k|J|77MVT)§5 9 (31)

ht = —4 / d*2Gr (z%, ") &5 (32)

entonces, colocando y = 0, y escogiendo ¢, adecuadamente, se obtiene la forma que tiene la fluctuacién
gravitacional en coordenadas Gaussianas
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huy = Wi, + 217 e 2y e (33)

considerando, que la masa sobre la brane tiene simetria esférica y estética, con un tensor momentum-energia
dado por T},, = p(r)u,u,, se puede obtener

4 ["dr [T
B =1 / il / PV (r) (34)
3Jo ™ Jo
donde V(r) =% [ Gr(z* 2) p(z)d*s’ , con lo cual obtenemos

~33

nuevamente, haciendo uso de las coordenadas Gaussianas normales, se puede expresar la fluctuacién gravitacional
de la siguiente manera

hoo = =3V(1) oy =~ [ V() (3)
0

- 2GM 212 - 2GM 2

mo =220 25y he =My Dy, (36)
expresiones que muestran la forma que tendria el potencial Newtoniano, el cual determina la atraccion de
cuerpos vecinos sobre la brane. Los coeficientes de correccién [?/r?, debidos a los modos KK, son diferentes en
ambos casos, porque &5 contribuye sélo a los modos cero de la fluctuacion[s].

Como ya se mencioné anteriormente las particulas del modelo estdndar, en este escenario, viven sobre la
brane de tensién constante negativa, mientras el volumen es una porcién de un espaciotiempo AdSs, es decir
que el bulk es un espaciotiempo con una constante cosmoldgica negativa. En el modelo RSII, la solucién de la
ecuaciéon de Einstein sobre la brane de tensién positiva, permite a un observador confinado a la brane, recobrar
la ley de Newton si la escala de curvatura del espacio AdSs es menor que un milimetro. Ademds, se encuentra
que el espacio de altas dimensiones es no compacto, en contraste con el modelo de Kaluza-Klein, lo cual permite
obtener un espectro de modos continuos de Kaluza-Klein para el campo gravitacional, en contraste con el espectro
discreto si la dimensién extra es perfodica y compacta. Segun lo mostrado anteriormente, se puede escribir la
fuerza entre dos masas estdticas sobre la brane, especificamente se tiene que la energia potencial entre dos masas
puntuales confinadas a la brane estd dada por

GNm1m2 l2 1

Vir)y=— |1+ +4+0 | —= , 37

() T r2 r3 (37)

donde [ = —% , lo cual muestra una relacién entre la constante cosmolégica volumétrica con la escala de
curvatura del espacio AdS5.

Hasta la presente, los experimentos gravitacionales no muestran desviacién de la ley gravitacional de Newton

a escalas mayores de un milimetro[3], lo que obliga a pensar que [ debe ser menor que esta escala de longitud.

5 Ecuaciones de Einstein sobre una Brane.

En esta seccién se mostrard el fundamento teérico que sudyace a la teoria del braneworld (es decir se hace una
andlisis desde el punto de vista geométrico), en particular se derivard la ecuacién de campo sobre una 3-brane.
Por simplicidad el volumen espaciotemporal se asume que tiene cinco dimensiones, sin asumir ninguna condicién
especial sobre el bulk. Posteriormente, se asumird la simetria Z5 (simetria espejo o de orbifold) y se confinara
el tensor momentum-energia de materia sobre la brane.

En el escenario braneworld, nuestro mundo 4-dimensional es descrito por una pared de dominio 3 — brane
(M, h,,), en un espaciotiempo 5-dimensional bulk (V,g,.), y donde se denota el vector normal unitario a la
brane M por n® asi que la métrica inducida sobre M se puede expresar como h,, = g, — nun,. El punto
de partida formal es la ecuacién de Gauss, de la teoria de variedades?

3Siguiendo el libro, An advanced course in general relativity de Eric Poisson, los indices l4tinos a, b, ¢, ..., recoren 0,1,2,3; en
tanto que los idices griegos u,v, ..., recorren 0,1,2,3,4.
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Raﬁw(?egegezeg = Rabcd + Kadec - Kachd 3 (38)
y para obtener las consideraciones dindmicas del modelo se hace uso de la ecuacién de Codazzi
Rabcdnﬂegefez = Kab|c - Kac|b ) (39)
realizando un proceso algebraico de contracciéon de indices se obtiene
Rpq = R/ggefeg - KgKba + KKpq , (40)
tenemos de consideraciones, en variedades e hipersuperficies como de espacio, la siguiente expresién
Rggefeg = Rggefeg — ngénan”efeg , (41)
expresion , que se reemplaza en la ecuacién de Gauss contraida, para obtener, la siguiente expresién
Ryq = Rgse, e — RS veped + KKy — KSK 42
bd = Nigs€p €g BusTall €, €q + bd aBKva (42)
tomando el tensor de Einstein en cuatro dimensiones, tenemos
1
2
de tal manera que a partir de la ecuacién de Gauss contraida, se puede obtener el tensor de Ricci y el escalar de
curvatura, obteniéndose la siguiente expresién para el tensor de Einstein[21] [23] [24]

Gab = Rab - habR ) (43)

1 ha
Gap = Gapelel + 3 BUnunhay + KKy, — KK qq — 7” (K% — K" Kpq) — By (44)

— _1 _ pK v, a B
donde Gap = Rap — 3Rgap » Epw = R, gnun’ege, .
Haciendo uso de la ecuacién de campo de Einstein en cinco dimensiones

1
Rop — igaﬁR = I€2Ta5 , (45)

y descomponiendo el tensor de Riemann en el tensor de curvatura de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de
curvatura, podemos obtener la siguiente expresién

T ha
[Taﬁegef + <Twn“n” — 4) hab} + KKy — KiKuq — 75’ (K? — K" Kpq) — Eay,  (46)

2k2

Gab: 3

donde E,, = ngﬁnun”eg‘ef , término conocido como radiacién oscura.
De la ecuacién de Codazzi y con la ecuacién de Einstein 5-dimensional, se encuentra
v .2 B«
ply — K\H =K Tagn h,u . (47)
Hasta el momento no se ha asumido ninguna simetria ni forma particular del tensor momentum-energia.
Entonces en consideracién del escenario braneworld, se toma y como la coordenada adicional, y de este modo
la brane o hipersuperficie queda localizada en y = 0, en donde ademds, se encuentra la siguiente condicién
nydr” = dy, lo cual implica que at = n”n"‘y = 0, que es una condicién sobre la coordenada en la direccién de
la dimensién extra.
En forma genérica asumiendo, una métrica 5-dimensional, tenemos

ds® = hapdz®da® + dy? | (48)

manteniendo el espiritu del braneworld en mente, tenemos que el tensor momentum-energia 5-dimensional, se
puede escribir de la siguiente forma
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T = —Aguw + (TW - )‘hw) o) , (49)

donde, A es la constante cosmoldgica del espaciotiempo cinco-dimensional o volumétrico, A es la energia del vacio
de la brane, 7,, es el tensor momentum-energfa del universo sobre la brane. El pardmetro A se puede asociar
con la tensién de la brane en 5-dimensiones.

En el marco del braneworld, el tensor momentum-energia, solamente estd presente sobre la brane, por ello su
cardcter singular, el cual se representa mediante la funcién delta que aparece en la expresion anterior, en consid-
eracién de lo anterior , se encuentra la condicién de frontera sobre la brane, que debe cumplir la métrica inducida y
la curvatura extrinseca, [hy] = Limy—.o hyy—Limy—_o by =0, [Ku] = —£% ((Tuw — Myw) — Shyu (7= X)) .

Imponiendo la simetria Zs , con la brane como punto fijo, la simetria unicamente determina la curvatura
extrinseca de la brane en términos del tensor momentum-energia

Kt = —K= = — 22 (700 = M) — Sho(r — A) (50)
nz N2 92 pv nv 3 v s
sustituyendo esta ecuacién en la expresion del tensor de Einstein, se obtiene la ecuacién gravitacional sobre la
brane, y considerando la simetria Z5 , la forma particular del tensor momentum-energia y las condiciones de
frontera

Gab = —A4hab + 87TGNTab + 54]-_-[0.17 - Eab ) (51)

donde A4 = 5% (A+ %52)\2) ,Gn = Z;—T’?, oy = —5TacTs + 157Tab + ghavTea™ — 57hab T2

La ecuacién gravitacional de la brane describe la curvatura de la brane en téminos de su contenido de materia-
energia, su energia de vacio, la constante cosmolégica 5-dimensional, y de la curvatura extrinseca de la brane
en el espacio 5-dimensional. Ella se puede reducir a la descripcién estdndar tomando el limite « — 0. Es
importante notar que por el hecho de haber introducido una dimensién adicional, conduce a una ecuacién de
campo modificada, en la cual aparecen dos términos adicionales importantes, conocidos en la literatura como, el

término de energia del vacio y de radiacién oscural7][8] [9] [10].

6 Ecuaciones de conservacion

Se puede llegar, segtin lo anterior, a la siguiente expresién

T:u,u;l/ = *2Tabnagz 5 (52)
entonces en general existe intercambio de energfa-momentum entre el volumen y la brane. Pero esta condicién
general se puede obviar, haciendo que el volumen (bulk), no tenga contenidos de materia-energia, T,z = 0, lo
cual nos lleva a que, la ecuacién de Einstein 5D se pueda reducir a

Gap = —Agap (53)

de este modo la ecuacién de intercambio de energia-momentum, entre el bulk y la brane, se reduce a

Ty =0, (54)

esto significa que no existe intercambio de energia-momentum entre el bulk y la brane; su interaccién es puramente
gravitacional. Entonces la identidad de Bianchi 4D contraida, G,.,, = 0 , aplicada en la ecuacién de campo
efectiva sobre la brane, conduce a

6k
By = TTW/;M ) (55)

lo cual muestra que el término de radiacién oscura es el responsable de establecer la interaccién gravitacional
entre el bulk y la brane[3].
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Como una consecuencia de la ecuacién de Codazzi, el tensor momentum-energia volumétrico, junto con la
simetria Z,, implican que se conserva el tensor momentum-energia, es decir

Ty =0, (56)

cuando tengamos campos escalares u otra clase de campos en el volumen, la afirmacién anterior en general no
es cierta, es decir que T},, no se conserva, produciéndose un intercambio de energia-momentum entre la brane y
el volumen. En el caso de que exista sélo una constante cosmolégica en el volumen, no se darfa tal intercambio
de energfa. Considerando la anterior expresién, encontramos que la identidad de Bianchi contraida G, =0,

conduce nuevamente a que la proyeccién del tensor de Weyl, obedece la restriccién E,,,,, = %H#VW , esto
muestra que E,,,, se comporta como una fuente del tensor momentum-energfa volumétrico, lo cual en general
incluye gradientes espaciales y derivadas temporales. Entonces la evolucién e inhomogéneidades en los campos
de materia puede generar efectos gravitacionales no locales en el volumen, produciendo una reaccién de la brane.
Finalmente se recalca, aunque ya se esbozo anteriormente, que las ecuaciones dindmicas sobre la brane son

Gab = —A4hab + 87TGNTab + 54]-_-[0.17 - Eab 9 (57)
Tuy;y =0 ’ (58)

6r2
Euv;u = TH#VW : (59)

Es importante notar que en general este sistema de ecuaciones no costituyen un sistema cerrado sobre la
., 2 . .
brane, ya que la ecuacién E,,.,, = %HW;“ no determina £, de forma general, reflejando el hecho de que los
grados de libertad volumétricos no pueden ser predichos de los datos disponibles sobre la brane, por ejemplo si
se incorpora radiacién gravitacional afecta la brane, de tal manera que se requiere solucionar la ecuacién de
campo en el volumen para después determinar completamente E,,, sobre la brane[9].

7 Reducciéon a la ecuaciéon de campo estandar

El modelo fisico modificado, objeto de este trabajo, si pretende ser un modelo factible, debe cumplir el requisito de
reduccién al modelo estdndar, bajo algunas simplificaciones coherentes; ademds debe hacer algunas predicciones
fisicas observables o medibles experimentalmente, mismas que no se puedan predecir o determinar del modelo
estandar.

La ecuacién de campo ilustrada anteriormente se puede reducir a la ecuacién de campo convencional si se
considera k — 0, mientras que G permanezca finito, sin embargo existen algunas diferencias importantes,
ya que la constante gravitacional de Newton Gy :Z;—i estd fuertemente ligada a la energia del vacio A, sobre la
membrana, en otros términos se hace imposible definir la constante gravitacional de Newton en una era donde
la distincién entre energia del vacio y la energfa de la materia normal sea ambigua.

Ademds, el nuevo término F,,, es una parte del tensor de Weyl cinco-dimensional el cual lleva la informacién
del campo gravitacional fuera de la membrana, este se puede despreciar si el espaciotiempo volumétrico es un
espacio puramente anti-d “Sitter ademds que su magnitud estd restrigida al movimiento de la materia sobre la
brane.

Considerando k2 = Mé , A= Mf y A= k2\2, estas no son cantidades a la escala de Planck, asumiendo
que Mg, M), son suficientemente grandes comparadas con la escala de energia fundamental denotada por
M. De tal manera que tenemos que el primer término, considerado en la ecuacién de campo sobre la brane, es
la constante cosmoldgica neta en 4-dimensiones, donde A < 0, para que Ay pueda tomar valores arbitrarios,
especificando los valores de A y . El segundo término, corresponde a la contribucién de la materia normal
la cual debe satisfacer la condicién de energia local. El tercer término que es cuadritico en 7., se espera sea
despreciable en el limite de baja energfa, lo cual se puede mostrar obteniendo la razén de éste término al segundo
término, lo cual es aproximadamente

10
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k4 T K |TaeTs + - -+ M*
C;N ‘Tab‘ C;N ‘Tab‘ M;% ’

Por dltimo, considerando el término correspondiente al tensor de Weyl, y considerando su parte longitudinal
EL | tenemos
ab’

(60)

|EL, N K TaeTs +-o]  M*

~ 2 61
Gn ‘Tab‘ Gn ‘Tab‘ M;% ( )

luego tiene el mismo ordén de magnitud del tercer término de la ecuacién de campo. Posteriormente se
considera, la parte transversal del tensor de Weyl, el cual estd directamente relacionado con la exitacién de
materia sobre la brane.

De los estimados arriba se puede concluir que la ecuacién gravitacional efectiva sobre la brane se reduce a la
ecuacion gravitacional 4-dimensional efectiva

Gap = —Aghap +87GNTap (62)
todo ello en el limite de baja energia[11][12] [13].

8 Soluciones generales y estructura global

Existen dos aproximaciones distintas para determinar la cosmologia sobre el braneworld. En la primera aprox-
imacion, las coordenadas son escogidas de tal forma que la brane queda en una posicién fija en la dimensién
extra. De otro lado la métrica volumétrica 5D, es dependiente del tiempo y esta dependencia temporal induce
una dependencia temporal sobre la brane via las condiciones de frontera. La ecuacién de Frieddman resultante
sobre la brane involucra un término cuadratico en la densidad de energia confinada en la brane, como también
un término de radiacién ‘oscura ’ originado por el tensor de Weyl en el volumen.

En la aproximacién alternativa, pero equivalente, el volumen es estdtico y la brane dindmica, la brane se
mueve a través de un volumen métrico independiente del tiempo. Si la ecuacién de Einstein en el vacio se
mantiene en el volumen y si se impone que nuestro universo brane, tenga la simetria de una 3-esfera, entonces
es posible probar que el volumen debe ser un espacio Swarzchild-Anti d “Sitter, Sch — AdSs5 , y su dindmica
puede ser determinada de las condiciones de frontera. De tal forma que el movimiento de la brane en el volumen
induce la cosmologia (dindmica) sobre la brane, aun si no se confina materia sobre la brane, este hecho se conoce
en la literatura como ‘efecto espejismo’ ya que la evolucién cosmoldgica no es necesariamente producida por la
densidad de energfa local de la brane .

Cuando la materia es también incluida sobre la brane, la ecuacién de Friedmann resultante, obtenida con esta
aproximacion, es idéntica a la que se obtiene cuando la brane es estética y el volumen dependiente del tiempo. Es
de notar que la transformacion de coordenadas explicita que vincula las dos aproximaciones, se puede encontrar.

En ambas aproximaciones, se asume que la brane divide el volumen en dos partes iguales, esto es, la simetria
Zs que cruza la brane. En el contexto de brane en movimiento, ademds se puede tener constantes cosmolé-
gicas diferentes y masas distintas parametrizando el espaciotiempo Sch — AdS5 , sobre cada lado de la brane,
produciendo cambios en la dindmica de la brane.

Para determinar la estructura global del universo en el marco de los modelos brane y en la segunda aprox-
imacién discutida anteriormente, se toma en consideracién una métrica general que conduzca a soluciones
cosmoldgicas admisibles, de tal forma que la métrica méas general que podemos considerar tiene la siguiente
forma[22] [23] [24] [25]

ds?H_l = —N%(y,T)dT? 4+ B*(y, T)dy* + A*(y, T)fyijdxidxj ) (63)

La métrica estd en la formulacién 4 + 1 , en donde se asume que las funciones presentes sélo dependen del
tiempo césmico T' y de la dimensién espacial adicional y. Inicialmente, podemos considera que el espaciotiempo
volumétrico, es decir el espacio 5D, es estatico, lo cula nos conduce a restrigir la dependencia de las funciones

11
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s6lo a la dimensién adicional, asi que N2(y), B%(y), A%(y) . Como el objetivo es obtener una membrana
compatible con la cosmologia estdndar, realizamos una transformacién de coordenadas normales a esféricas
(T, y, ', z2, :103) — (T, R, x,0,¢), lo cual nos permite expresar la métrica en la siguiente forma

dsi,; = —N?*(R)dT? + B*(R)dR* + A*(R) [dx* + 23 (d6” + sen®0ds®)] | (64)

donde dy = (1—:%’ y X% toma diferentes formas dependiendo del indice de curvatura. Realizando las

siguientes identificaciones N?(R) = F(R) , B*(R) = ﬁ, A* (R)=R?*, F(R)=k — If—; — 4= , donde 1 es el
pardmentro de masa u escala de energfa, llegamos a

1 d,,,.? 2 2
ds?,, = —F(R)dT* + ﬁdR? + R? st S} (d6? + sen®0d¢?) | | (65)
en esta métrica si EZ = senh~ !y, se obtiene una representacién del llamado espacio Schwarschild-Anti d “Sitter

(Sch — AdSs).

Considerando que la brane evoluciona en el espacio de cinco dimensiones, podemos identificar, la coordenada
radial R con el factor de escala, y asumir que el tiempo césmico es una funcién del tiempo propio ¢, medido
sobre la brane, de tal forma que tenemos R = a(T"), T = T'(t), que constituyen las ecuaciones que nos definen la
membrana, o matemdticamente la restriccién sobre las coordenadas, lo cual permite definir la hipersuperficie,
segun lo anterior, la métrica para la hipersuperficie o brane se puede escribir de la siguiente manera

Fo) - 1 <3T>

en la cual se puede hacer la identificacién con coordenadas sobre la brane, identificado — [F(a) — F(la) (j—“) 2] dr?

dr?

1—kr2

2 _
dsiiq = —

dT? + a* [ + %2 (d92 + sen29d¢2)] , (66)

—dt?, lo que nos permite encontrar la métrica FRW

dr?
1—Fkr?
asi con la métrica Sch — AdSs, se puede obtener algunas cantidades fisicas especiales, las cuales permitiran

evaluar explicitamente las componentes de algunas cantidades tensoriales. Por ejemplo, la cinco-posicién tiene
la siguiente forma

ds? | = —dt* + a? [ + X2 (d6” + sen29d¢2)} : (67)

de igual forma se puede obtener la cinco-velocidad
dzt dT(t) dR(t)
yr=2 = (222 2 0.0 69
dt(dt’dt”” (69)

ahora bien, introduciendo los elementos de la métrica, se obtiene la cinco-velocidad covariante y contravariante

Vh=| Y+ —" 40,00] , (70)

v, = (—2 F<a>+a,FE‘Wo,o,o> , (71)

. . . . 2 ..
de igual manera se puede definir la cinco-aceleracién, A* = 4 7= y adicionalmente se pueden encontrar vectores

normales, unitarios a la hipersuperficie o brane
nt = ——. —\2/F(a)+d000 (72)
F(a) ) ) ) ) )

12
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2

F(a)+a

000 - (73)

n,=|a,—

Con las anteriores expresiones podemos evaluar la curvatura extrinseca, mediante

= }% — }no ag!“’ , (74)

2 On 2 0z°
de igual manera es posible estudiar las geodésicas nulas, en el espacio-tiempo volumétrico, las cuales se pueden
considerar que parten de un punto sobre la brane. Si se nombra ese punto inicial como A, y considerando un
sistema coordenado esférico (r, 8, ¢) en la brane, centrado en el punto A, de tal forma que cualquier sefnial puede
ser descrita por una geodésica radial, teniéndose la libertad de ignorar 6, ¢ , lo cual nos conduce a un problema

tridimensional, con una métrica de la forma

1
ds?> = —F(R)dT? + ———dR? + R*dr? , 75
s (R) + FR) + T (75)
entonces para obtener las trayectorias geodésicas es conveniente recurrir a los vectores de Killing de la métrica,

los cuales son (%)a , (%)a . Si se denota k® = (%) , que representa un vector tangente a la geodésica, lo

cual implica que

dT
kr = —F(R)o = -F, (76)
dr
k,=R’— =P
R , (77)

las cuales son constantes de movimiento a lo largo de la geodésica. Si ademds se imponme que k¢, sea un vector
nulo se encuentra lo siguiente

dR ., 9 5 F(R)
—)*=FE°-P
la cual conduce a la siguiente expresiéon
B2 F\ 'dr
(P232> R (79)

que representa la ecuacién que relaciona las distancias sobre la 3-brane con la coordenada radial en el espacio
cinco-dimensional o equivalentemente el factor de escala que marca la expansién sobre la brane, con la coordenada
radial volumétrica. En el caso particular k& = p = 0, se obtiene las expresiones para las geodésicas radiales y

temporales
1 1 2 P2 E
[l R S
Ra R VT ERP" (80)

dR

i

1 1 1, P2

=dT , (81)

de lo anterior se obtiene

R RoBEV'T B

P
= BB
en donde se puede eliminar los pardmetros £ y P , para encontrar la ecuacién de la geodésica

T — TA) ) (82)

r T—Ty). (83)

13
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2 2
1 1 r 1
—_— - = — = (T —Ta)?*, 84

(RA R) tE=ad - (84)
denotando el punto final de la geodésica por B, se tiene que la diferencia temporal T —T4 se puede determinar
usando dT' , en términos del tiempo propio de la brane, es decir del tiempo césmico de la braneworld[21] [22] [23]

ts dt
Tp—Ty = z/ V1-12H— | (85)
ta a

por lo tanto, encontramos que entre t4 y tp , una particula sobre la geodésica nula ha viajado una distancia
coomovil 1y

/2

[ ey ()]

A

de este modo esta ecuacién suministra el radio del horizonte para la propagacién causal de senales gravitacionales
entre dos puntos sobre la brane, que atraviesa el volumen (es decir una sefial que vija en la dimensién adicional),
se le conoce como radio del horizonte gravitacional.

El radio del horizonte para la propagacién causal de senales luminosas sobre la brane (sefial electromégnetica
normal sobre la brane), como en la cosmologia FRW estandar, estd dado por

te gt
A (87)
t

L a
indicando esta ecuacién que este es el camino por el que viajan fotones y otros campos confinados a la brane.

Serd interesante los casos en los cuales rgy, r, son diferentes. Si nuestro universo fuera estético, H = 0, o de
Sitter H > 0, entonces el horizonte de fotones y el horizonte gravitacional serian exactamente iguales.

9 Reégimen de baja energia

Este régimen corresponde a un universo gobernado por la cosmologia esténdar FRW, en este caso tenemos que
las dos integrales anteriores junto con % = ag‘}l, permiten obtener la razén de la distancia viajada por los
fotones y gravitones para una senal que se propaga entre los tiempos t4 y tp.

Expandiendo en términos del pardametro [H |, se obtiene[23]

Ty 1
— ~1+=(IH
Ty 2( )

L1+ 3w <aB>(5+3w)/2

543w \as ’ (88)

aaA
donde w = % es la ecuacion de estado de la materia sobre la brane ( w = 1/3, en la era de radiacién y w = 0,
en las eras de materia ), siendo la aproximacién vélida para w > —1/3 y ap >> aa.

Si se considera una senal que llegue hasta nosotros, es decir tp = t,, obtenemos que la razén se reduce a

Tg 1 2 5/2
—~ ~ 14+ — (IH 1
p, 1+ gg (o) (1 4+2)70 (89)

donde Hj es el pardmetro de Hubble actual, y z es el corrimiento de la fuente que emitié la senal, asumiendo

que estd en la era de dominio de materia. Se observa que la magnitud del retraso temporal depende del radio
de curvatura , [, del espaciotiempo AdSs.
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10 Reégimen de alta enegia

MR, M
[ M}%l
que la contribucién a la distancia gravitacional es independiente de [ , de tal manera que la razén llega a ser

vy 07t U ]

tB  dt ’
Ty

Este régimen corresponde al universo temprano, para densidades de energia p > \ = Encontrando

(90)

en este régimen la evolucién césmica no-estdndar de la ecuacién de Friedmann modificada, estd gobernada por
el término cuadrético de la densidad de enrgfa, H  p? ( ademds implica que w = 1/3 y H oc a® ), encontrando

Ty 24 3w ap
Ty \2/5—|—6w

donde la aproximacién es vélida para w > —2/3 y ap >> aa. De tal manera que la razén :—J va al infinito

(91)

cuando a4 va a cero. Sin embargo, existe un limite de aplicabilidad del resultado obtenidc; anteriormente,
que tiene que ver con la cota inferior que asume el tiempo en este escenario. En la cosmologia estdndar, esa cota
es el tiempo de Planck. En un modelo con dimensiones extras, el limite temporal esté relacionado con la escala
fundamental de masas de la teorfa, la cual aquf es M5y = (M}%l/l) 13 . Por lo tanto la teorfa sera vélida para
densidades de energfa mayores que M(45) , que correspode a un pardmetro de Hubble del orden de la masa de
la masa fundamental H ~ M(s), obteniéndose como resultado que la mayor razén entre los radios del horizonte
gravitacional al radio luminoso es obtenida cuando tp ~ [,y t4 ~ Ms), lo cual conduce a[23]

1/8
Tg . 4B (HA> ~ (Mg 1/8 Mpi 14
=~ 2= s) "~ ()7 (92)
r, " Vaa T \Hs © M)
donde se ha asumido una era de dominio de radiacién no ebténdar Dentro de los posibles valores inferiores
tenemos M5y ~ 10® GeV, lo cual corresponde a una razén méxima —£ ~ 103,
El resultado anterior muestra la razén entre una senal grav1ta01onal y una electromagnética, donde se aprecia
que la senal gravitacional supera a la senal electromagnética.

11 Conclusiones

En las secciones anteriores se ha hecho una descripcion "gruesa" de los modelos de braneworld o mundobranas,
se han destacado algunos elementos relevantes, se ha mencionado que existe un estado acotado de gravitén loc-
alizado cerca de la brane, como también, se ha mostrado la compatibilidad de la fisica del modelo estdndar con
la existencia de una dimensién extra infinita, y finalmente, se ha mostrado que los "atajos" o "cortos circuitos"
a travéz de la quinta dimensién permiten obtener una ventaja de las senales gravitacionales sobre las electro-
magnéticas. Como elemento general podemos destacar que este tipo de modelos, aunque hipotéticos, permiten
reproducir sin mayores modificaciones lo conocido de la fisica estdndar, esto sélo es coherencia en el sistema |,
pero no quiere decir que la naturaleza sea asi, en el futuro con resultados concretos, experimentos especiales
y observaciones detalladas y meticulosas, se descartardan estos modelos o deberdn tomarse verdaderamente en
serio.
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