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* ECUACIONES RACIONALES

Para la solucion de este tipo de ecuaciones es necesario que el
estudiante maneje adecuadamente los siguientes aspectos :

Solucién de ecuaciones de primer y 2do. grado
Calculo del Minimo Comun Multiplo de polinomios
Multiplicacion y division de polinomios
Factorizacion de polinomios

Productos notables

Valorar expresiones algebraicas (comprobacion).

o O O O O O

Resulta esencial y ventajoso comprobar los resultados obtenidos
de manera que se pueda descartar cualquier “solucion ficticia” que
podamos haber creado al realizar las operaciones.

Las posibles soluciones que debemos descartar generalmente
estan representadas por los valores que anulan algun denominador (la
division por cero no existe).

X2+6X+5
Resolver —_— =
| X+1

|| Ejemplo 1 :

Se recomienda factorizar aquellos polinomios de segundo grado (y
mayores) ya que nos permite visualizar mas facilmente las posibles
soluciones.

Al factorizar el numerador tendremos :

X+ 5).(X+1)_0
X+1 B
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El paso anterior nos permite visualizar facilmente la simplificacion
de la ecuacion :

(X+ 5).(x+T) —0

; X+5=0
XA4T
X=-5

Para comprobar el resultado sustituyo este valor en la ecuacion
inicial y debera cumplirse la igualdad :

(=5)* + 6(=5) + 5 _ _ 25—30+5_0
(-5) + 1 B ’ —4 -

30—30_0 _ 0_0
-4 ’ —4

CIERTO

Luego podemos afirmar que X = —5 SI ES SOLUCION

1 1
Resolver — =0

Ejemplo 2 :

. X2-x X+3

Algunos autores y profesores recomiendan calcular el minimo
comun multiplo de los denominadores de los términos que se encuentran
en el miembro izquierdo de la ecuacion.

Al considerar que este procedimiento genera dificultad a muchos
estudiantes nos permitimos recomendar lo siguiente :

En aquellos casos donde la ecuacion presente dos términos es
‘mas comodo” colocar uno en cada miembro.

11
X2—-X X+3
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Esto facilita los calculos ya que podemos ‘pasar a multiplicar”
cada denominador al otro miembro :

1

1
XZ—X‘XVX_-I-B

(D.X+3)=10).(X>-X)

Luego podemos reducir términos semejantes resultando:

X+3-X2+X=0 ; -X2+2X+3=0

Al aplicar la férmula general de segundo grado o resolvente
podemos determinar que los valores que anulan la ecuacion anterior
(raices) son :

_—@+£/@2-4ED0B)

X 2(-1)

Xi=-1 y X2=3

Comprobando con X; = -1 , para lo cual sustituyo este valor
en la ecuacion racional inicial :

1 B S
D= D+3

! L 0 ; ! L 0 CIERTO
141 —-1+3 ’ 2 2
Esto nos indica que X=-1 S/ ES SOLUCION

Comprobando con Xz= 3 , para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion racional inicial :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

T 1
(3)2-(3) (3)+3

——%=0 ; =0  CIERTO

1
9-3

(e
[ N

Esto nos indica que X=3 S/ ES SOLUCION

Se debe indicar que ambos valores (-1 y 3)
resuelven dicha ecuacion racional.

1 1
Resolver — — =0
X=X X-1

Ejemplo 3 :

En aquellos casos donde la ecuacion presente dos términos es
“mas comodo” colocar uno en cada miembro.

11
X2—-X X-1

Esto facilita los célculos ya que podemos ‘pasar a multiplicar”
cada denominador al otro miembro :

D.X-1)=>0).X*-X)
Luego podemos resolver la ecuacion de segundo grado resultante:
X—1-X*4+X=0 ; —X24+2X-1=0
Al aplicar la formula general de segundo grado o resolvente

podemos determinar que los valores que anulan la ecuacion anterior
(raices) son :
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_-@+J@)’ -4CDED

X 2(-1)

X1=X2=1

Comprobandocon X = 1 |, para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion racional inicial :

1 1 _o

(H2-(1) @O-1
1 1 =0 1 1—o FALSO
1-1 1—-1 ’ 0 0

Como la division por cero no existe se dice que la ecuacion
racional estudiada NO TIENE SOLUCION.

= X34+3X%2+2X X%+ 6X+9
Ejemplo 4 : || Resolver =
X2+ 3X+2 (X+3)2

Se recomienda factorizar aquellos polinomios de segundo grado y
mayores ya que nos permite visualizar mas facilmente las posibles
soluciones.

Factorizando el numerador del miembro de la izquierda :

X3+3X?2+2X = X.(X?+3X+2) = XX+2).(X+1)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Factorizando el denominador del miembro de la izquierda :
X2+ 3X+2) = (X+2).X+1

Factorizando el numerador del miembro de la derecha :

X2+ 6X+9) = X+3).X+3) = (X+3)2

Luego la ecuacion puede ser expresada de la siguiente manera :

X(X+2).X+1) (X+3)?
X+2).X+1)  (X+3)2

El paso anterior nos permite visualizar facilmente la simplificacion
de la ecuacion :

XEAZJAT) _ (XA45)°
CAD AT %F3)2

X=1

Para comprobar el resultado sustituyo este valor en la ecuacion
inicial y debera cumplirse la igualdad :

P+3(1)%*+2(1) 17+ 6(1)+9

12+ 3(1) + 2 (1+ 3)2
1+3+ 2 _ 1+ 6+9
14+ 342 42
6 = 16 ; 1=1 CIERTO
6 16 ’ B
Luego podemos afirmarque X =1  SI ES SOLUCION
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- 3 2 8
Ejemplo 5 : || Resolver = _
X-4 X-3 X2—-7X+12

Cuando la ecuacion racional presente mas de dos términos es
necesario calcular el minimo comun multiplo para poder “eliminar” los
denominadores.

Para facilitar éste célculo sigue siendo recomendable factorizar los
polinomios de segundo grado y mayores que presente la ecuacion.

Factorizando el polinomio que tiene el sequndo miembro de la
derecha :

X2—7X+12 = X—-4).(X-3)

Luego la ecuacion puede ser indicada como :

3 2 8

X—2 x-3° X—-4).(X-3)

Factorizado dicho polinomio resulta mas facil calcular el minimo
comun multiplo de los tres denominadores, que en este caso sera :
X-4).X-3)

Una vez conocido el minimo comun multiplo se pueden “eliminar”
los denominadores con la utilizacion del procedimiento conocido por los
estudiantes de este nivel que consiste en :

o Dividir el minimo comun multiplo entre el
denominador de cada término.

o El resultado anterior se debe multiplicar por el
numerador del término respectivo.

Trabajando con el primer término tendremos :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Dividir el minimo comun multiplo entre el denominador de cada
término :

(X-4).(X-3) _

X—4 B

X-3

El resultado anterior se debe multiplicar por el numerador del
término respectivo.

3.X-3) = 3X-9

Trabajando con el sequndo término tendremos :

Dividir el minimo comun multiplo entre el denominador de cada
término :

(X-4).(X-3) _

X-3 -

X—4

El resultado anterior se debe multiplicar por el numerador del
término respectivo.

2.(X—4) = 2X—-8

Trabajando con el tercer término tendremos :

Dividir el minimo comun multiplo entre el denominador de cada
término :

(X—4).(X-3) _
(X—4).(X=3)

El resultado anterior se debe multiplicar por el numerador del
término respectivo.

1.(8) = 8

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 121 -



Luego la ecuacion quedara expresada de la siguiente manera

3X-9 _ (2x-8)+8
X-—4).X-3) X-4.x-3)

Recordando el AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES
que dice que.”Si con cantidades iguales se realizan operaciones iguales
(en ambos miembros de la ecuacion), los resultados seran iguales”.
Podemos decir que al multiplicar ambos miembros de la ecuacion por el
minimo comun multiplo anteriormente calculado se pueden eliminar los
denominadores sin alterar la ecuacion.

3X—-9=(2X-8)+8
3X—-9=2X-8+8
3X—-9=2X
3X-2X=9
X=9

Para comprobar el resultado sustituyo este valor en la ecuacion
inicial y debera cumplirse la igualdad :

3 2 8
X—4 X-3 X2-—7X+12
3 2 N 8
9—4 9-3 92— 7(9)+12
3 2 8
- = -4+ —
5 6 81— 63+12

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

5 _ 2 + 8 =30
5 = 6 30 m.c.m =
18 10+8
30 30
18 = 18 CIERTO
30 30
Luego podemos afirmarque X =9  SI ES SOLUCION
. x? 4
Ejemplo 6 : | Resolver =
X-2 X-2

Recordando el AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES
que dice que.”Si con cantidades iguales se realizan operaciones iguales
(en ambos miembros de la ecuacion), los resultados seran iguales”.
Podemos decir que al multiplicar ambos miembros de la ecuacion por
(X - 2) se pueden eliminar los denominadores sin alterar la ecuacion.

La ecuacion quedara expresada como :

X?=4

Que posee dos raices :

Xi=2 y X2 = -2
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Comprobando con X1 = 2 , para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion racional inicial :

r_ 1 FALSO
0 0

Se dice que es falso porque la divisién por cero no existe.

Esto nos indica que X=2 NO ES SOLUCION

Comprobando con X3 = -2 , para lo cual sustituyo este valor
en la ecuacion racional inicial :

(-2 4
—2-2  =2-2
o 1= -1 CIERTO
-4 —4 ’ B
Esto nos indica que X=-2 S/ ES SOLUCION

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

3 x+2_ X

+ =
Resolver x*=-1 x-1 x+1

Ejemplo 7 :

(Tomado con fines académicos de |a pagina Web Matematica y Listo)

3 x+2_ X
x*—1 x—-1 x+1

3 +:-:+2_ X
(x+1).(x—-1) x-1 x+1

34 (x+2)(x+1) x(x—1)
(x+1).(x—1)  (x+1).(x—1)

34+ (x+2)(x+1) __x(x-1)

frte—1 b3

3+ (x+2)(x+1)=x(x-1)

T+ X2+ + 20+ 2 =x%-x

¥+ 3 -nT+x=-2-3

x = -5/4
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x+ 2 3 3 2 5x-2

=1 ——=+ =5
|| Ejemplo 8 :|Resolver X+3 x*+6x+9 Ejemplo 9 : | Resolver x x? X
(Tomado con fines académicos de la pagina Web Matematica y Listo) (Tomado con fines académicos de la pagina Web Matematica y Listo)
3 2 5x-2

X+ 2 N 3 =1 -2+ —c

x+3 x*+6x+9 X X X

x+2+ 3 —1 3x— 2+ (5x—2).x _5.x*

x+3 (x+3)7 X2 2

(x+2).(x+3)+ 3 1.(x+3)? 3x— 2+ (5x—2).x _5.x?

(x+ 3)? T (x+3)? xé xd
(x+2).(x+3)+ 3 _1.(x+3)° 3% - 2 + 5x2 - 2x = 5x2

fer3)2 L3y

(x+2)(x+3)+3=1.(x+3)3

Ix + 5% - 2x - 5x@=2

Xx=2

X2+ 3+ 22X+ 6 +3=x2+6x+ 0O

¥+ Ex -2 -fx=09-6-3
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* ECUACIONES IRRACIONALES

Las ecuaciones irracionales, o ecuaciones con radicales,
son aquellas que tienen la incognita bajo el signo radical.

Por ejemplo :

Jx=8=2 ; Jut10-x#19=-1, f0x+10-2 fx+3= fx-2

Para resolver una ecuacion irracional se recomienda

Ejemplo 1 :

|Resolver Nx—8=2

sequir los siguientes pasos :

1) Se aisla un radical en uno de los dos miembros,
pasando al otro miembro el resto de los términos,
aunque tengan también radicales.

2) Se elevan ambos miembros de la ecuacion al indice
que posea la raiz.

3) Se resuelve la ecuacion obtenida.

4) Se comprueba si las soluciones obtenidas verifican
la ecuacioén inicial. Hay que tener en cuenta que al
elevar al cuadrado una ecuacion se obtiene otra que
tiene las mismas soluciones que la dada y, ademas las
de la ecuacion que se obtiene cambiando el signo de
uno de los miembros de la ecuacién (Se dice que al
elevar ambos miembros al cuadrado podemos estar
afiadiendo una solucion ficticia).

5) Si la ecuaci6n tiene varios radicales, se repiten los dos
primeros pasos del proceso hasta eliminarlos todos.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion :

( x—8)2:22

Al elevar al cuadrado el miembro de la izquierda se elimina la raiz
cuadrada, y al elevar al cuadrado el miembro de la derecha se obtiene 4:

-

x-8) =2
x—8=4

Una vez eliminado el radical se resuelve la ecuacion de primer
grado con una incognita :

X=4+8 ; X=12

Para comprobar el resultado debo sustituir el valor obtenido
(X=12) en la ecuacion inicial :

X—8 =2
Vi2-8 =2
Vi =
2=2

Al verificar que se cumple la igualdad podemos afirmar que la
ecuacion irracional  vVx —8 =2  se cumple “siy solo si” X=12.
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Ejemplo 2 || Resolver 3+ Vv3X+1 =X

1ero. Se aisla un radical en uno de los dos miembros,
pasando al otro miembro el resto de los términos

v3X+1 =X-3

2do. Se elevan al cuadrado los dos miembros.
(V3X+1) = (x-3)?
3ero. Se resuelve la ecuacion obtenida.

Al elevar al cuadrado el miembro de la izquierda se elimina la raiz
cuadrada, y al elevar al cuadrado el miembro de la derecha debemos
recordar el producto notable que dice que el cuadrado de la diferencia de
un binomio es igual al cuadrado del primer miembro menos el doble
producto del primero por el seqgundo mas el cuadrado del segundo :

3X+1 = X2—(2)(X)(3) + (3)? ; 3X+1=X2-6X+9

Una vez “eliminada” la raiz, la ecuacion puede ser resuelta como
una ecuacion de segundo grado.

3X+1 - X2+6X-9 =0
- X2+ 9X-8=0
Al aplicar la férmula general de segundo grado o resolvente

podemos determinar que los valores que anulan la ecuacion anterior
(raices) son :

v = —(9) +/(9)2 = 4(-1)(-8)
B 2(-1)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

X=8 y Xo=1

4to. Se comprueba si las soluciones obtenidas verifican
la ecuacion inicial. Hay que tener en cuenta que al elevar al
cuadrado una ecuacion se obtiene otra que tiene las mismas
soluciones que la dada y, ademas las de la ecuacion que se
obtiene cambiando el signo de uno de los miembros de la
ecuacion (Se dice que al elevar ambos miembros al cuadrado
podemos estar afiadiendo una solucién ficticia).

Comprobando con X1 = 8 , para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion irracional inicial :

3+V3X+1 =X ; 3+.38)+1 =8
3+V24+1 =8 ; 3++V25=8 ; 3+5=8
8 =8

Esto nos indicaque X=8 SI ES SOLUCION

Comprobando con X; = 1, para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion irracional inicial :

3+ V3X+1 =X ; 3+ B(DH+1 =1
3+V3+1 =1 ;o344 =1 3+2=1
5#1
Esto nos indicaque X=1 NO ES SOLUCION

La ecuacion irracional estudiada se resuelve con X = 8

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 126 -



Ejemplo 3 : 2X-6—-VX2—-9 =0

r?esolver

1ero. Se aisla un radical en uno de los dos miembros,
pasando al otro miembro el resto de los términos (en este caso
es mas “comodo” pasar el radical al miembro de la derecha)

2X-6=+X?-9

2do. Se elevan al cuadrado los dos miembros.

(2X —6)2 = (X2 -9)2
3ero. Se resuelve la ecuacion obtenida.

Al elevar al cuadrado el miembro de la derecha se elimina la raiz
cuadrada, y al elevar al cuadrado el miembro de la izquierda debemos
recordar el producto notable que dice que el cuadrado de la diferencia de
un binomio es igual al cuadrado del primer miembro menos el doble
producto del primero por el segundo mas el cuadrado del segundo :

(2X)? = (2)(2X)(6) + (6)* = X*-9

Una vez “eliminada” la raiz, la ecuacion puede ser resuelta como
una ecuacion de segundo grado.

4X2-24X+36 = X2-9 ; 4X2-24X+36 — X2+9 =0
3X2-24X+45 =0
Al aplicar la férmula general de segundo grado o resolvente

podemos determinar que los valores que anulan la ecuacion anterior
(raices) son :

_ —(—24) +/(-24)* — 4(3)(45)

2(3)
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD 1)

X

X=3 y  X=5

4to. Se comprueba si las soluciones obtenidas verifican
la ecuacibn inicial. Hay que tener en cuenta que al elevar al
cuadrado una ecuacion se obtiene otra que tiene las mismas
soluciones que la dada y, ademas las de la ecuacion que se
obtiene cambiando el signo de uno de los miembros de la
ecuacion (Se dice que al elevar ambos miembros al cuadrado
podemos estar afiadiendo una solucién ficticia).

Comprobando con X1 = 3 , para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion irracional inicial :

2X—6-+/X2-9 =0 ;
6-6-v9-9 =0 ;

0=0

23)-6—-+/(3)2-9 =0

6—6—v0 =0

Esto nos indicaque X=3 SI ES SOLUCION

Comprobando con X; = § , para lo cual sustituyo este valor en
la ecuacion irracional inicial :

2X—6—-+X2-9 =0 ; 2(5)-6-4/(52-9 =0

10-6—-v25—-9 =0 ; 10-6—-—v16 =0
10—-6—-4 =0 ; 0=0

Esto nos indicaque X=5 SI ES SOLUCION

Se debe indicar que ambos valores (3 y 5) resuelven

dicha ecuacion irracional.
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7+3[5x-2=9

Resolver

Ejemplo 4 :|

1ero. Se aisla un radical en uno de los dos miembros,
pasando al otro miembro el resto de los términos

¥5X—-2=9-7 : ¥5Xx —2=2

2do. Se elevan al cubo los dos miembros.

{5z -2

3ero. Se resuelve la ecuacion obtenida.

5x-2=8
5x=10
x=2

Para comprobar el resultado debo sustituir el valor obtenido (X=2)
en la ecuacion inicial :

7+ V5x-2=9 ; 7+352)-2=9
7+310-2=9 ; 7+3¥8=9
7+2=9 ; 9=9

Al verificar que se cumple la igualdad podemos afirmar que la

ecuacion irracional 7+ Y5X —2=19 se cumple “si y solo si”

X=2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Jxt10- Jx+19=-1

|| Ejemplo 5 : }Qesolver

1ero. Se aisla un radical en uno de los dos miembros,
pasando al otro miembro el resto de los términos

Vx+10 = Vx +19 -1

2do. Se elevan al cuadrado los dos miembros.

(o] =(srio-1]

3ero. Se resuelve la ecuacion obtenida.

Al elevar al cuadrado el miembro de la izquierda se elimina la raiz
cuadrada, y al elevar al cuadrado el miembro de la derecha debemos
recordar el producto notable que dice que el cuadrado de la diferencia de
un binomio es igual al cuadrado del primer miembro menos el doble
producto del primero por el sequndo mas el cuadrado del segundo :

x+10=x+19-2yx+19+1
-10=-2yx+19
5=x+19

Podemos notar que una vez simplificada la ecuacion presenta un
radical en uno de sus miembros, en dicho caso se puede repetir el
segundo y tercer paso :

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion :

]

5 - (ero)
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Se resuelve la ecuacion :
25=X+19 ; 25-19=X
6=X

Para comprobar el resultado debo sustituir el valor obtenido (X=6)
en la ecuacion inicial :

VX+10—- VX +19= -1

V6+10— V6+19= —1

V16— V25 = -1
4-5= -1
-1=-1

Al verificar que se cumple la igualdad podemos afirmar que la

ecuacion irracional VX + 10— VX +19 = -1 se cumple “si
ysolosi” X=6

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Resolver /18x-8-2x-4-2./2x+1=0

Ejemplo 6 :|

Si la ecuacion tiene varios radicales, se repiten los dos
primeros pasos del proceso hasta eliminarlos todos.

(J18x=8) = ({Zx-4+2,2x+1)

El radical del miembro izquierdo se elimina directamente, pero el
miembro de la derecha se resuelve como un producto notable (cuadrado
de la suma de dos cantidades).

El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado
de la primera cantidad mas el doble producto de la primera cantidad por
la segunda mas el cuadrado de la segunda cantidad.

18x-8=2x-4+4,/4x* —6x-4+4(2x+1)

Simplificando la ecuacion:

18x—8=10x+4/4x" —6x—4
8x—8=4,/4x" - 6x-4
2x—2:w/4x2 -6x-4

Notamos que el miembro de la derecha es un radical de grado
dos, luego puedo eliminarlo elevando ambos miembros al cuadrado :

(2x-2) = (\/M)2
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Ax? —8x+4=4x" - 6x-4
-2x=-8
x=4

Para comprobar el resultado debo sustituir el valor obtenido (X=4)
en la ecuacion inicial :

VI8X —8— V2X—4—-2V2X+1= 0

J18(4) —8— J2(4)—4-2/2(4)+1=0

V72-8—-V8—4-2V/8+1=0
V64— VA—2/9=0
8—2-23)=0
8—2-6=0
0=0

La ecuacion irracional estudiada se resuelve con X = 4

JOx+10-2 x+3=/x-2

|| Ejemplo 7 : |Resolver

Si la ecuacidn tiene varios radicales, se repiten los dos
primeros pasos del proceso hasta eliminarlos todos.

(\/9x+10—2\/x+3)2:(\/x—2)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

2

9x+10- 4957 + 37x+ 30+ 4(x+3)=x-2
13x+22- x+2=4,/9x7 +37x+30
12x+24=4/9x° + 37x+30
3x+6= J9x 372430

Notamos que el miembro de la derecha es un radical de grado
dos, luego puedo eliminarlo elevando ambos miembros al cuadrado :

(3e+6) =({ox" +37x+30)

Ox° +36x+36=9x"+37x+ 30
36-30=37x-36x
6b=x

Para comprobar el resultado debo sustituir el valor obtenido (X=6)
en la ecuacion inicial :

VOX+10— 2VX+3=vVX -2

J9(6) + 10— 2v6+3 =v6-2

VEEF 10— 249 =V

V64 — 2(3) =2
8— 6=2
2=2

La ecuacion irracional estudiada se resuelve con X= 6
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Va+VX+2=2

Ejemplo 8 : | Resolver

En el miembro izquierdo observamos que hay una raiz
cuadrada dentro de una raiz cubica, luego procedemos a elevar
al cubo ambos miembros de la ecuacion para anular la raiz
cubica :

3

3
4+VX+2 |= 28

4+VX+2=38

Se aisla el radical en uno de los dos miembros, pasando
al otro miembro el resto de los términos

VX+2=8-4
Se elevan al cuadrado los dos miembros.
(VX+2) = @?
Se resuelve la ecuacién obtenida.
X+2=16 ;

X=16-2 ; X

14
Comprobando los resultados :
Va+Vid+2=2 i V4+V16=2
Va+4=2 ;o ¥8=2  ; 2=2

La ecuacion irracional estudiada se resuelve con X = 14

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

1
v2X-1

Ejemplo 9 :|Resolver V2X —1+V2X+ 1=

Al notar que el miembro de la derecha presenta una fraccion se
recomienda indicar toda la ecuacion de manera lineal, para ello podemos
“pasar” el denominador del miembro de la derecha “multiplicando” todo el
miembro de la izquierda :

(V2x-1).(V2Xx —1+V2X+1) =1

Al aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion
obtendremos :

(V2X-1).(J2X- 1D+ (V2X-1).(vV2X+1)=1 (a)

Si recordamos que :

Primero (v2X —1).(v2X — 1) (V2X —1)% = 2X-1

Segundo (v2X —1).(V2X+1) = J2X-1D.2X + 1)

= J2X)?—1% = Jax2 -1

La ecuacion (a) quedara indicada como :

2X—-1+ y4X2-1=1

Luego podemos continuar su Solucion de manera similar a lo
explicado en el ejemplo 3 de esta guia (pagina 3) :

Se aisla el radical en uno de los dos miembros, pasando al otro
miembro el resto de los términos :

V4X?2 —-1=1-2X+1 ; V4X?2 —-1=2-2X
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Se elevan al cuadrado los dos miembros de la ecuacion :
2
(Vaxz—1) = @-2x)7?
4X%2 —1=4—-8X +4X?
4X? —1—-4+8X—-4X%? =0

-5+8X=0 ; 8X=5 ; X=

==JlJ)

Comprobando el resultado

10 1+ 10+1_ 1
8 8 N 10
?—1

Para facilitar los calculos sustituimos a 1 por 8

L0, 8 1
8 10 _8
8 "8
, |18 _ 1
8  [2
8

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

10
8

o-R el
o-R el

P

Reduciendo las fracciones (dividiendo numerador y denominador

entre dos) :
9 1
+ 7= \[71
4

Aplicando propiedad de la division de radicales :

N

Vijov9_
Vi Vi

Sl

Aplicando la “doble ¢” en el miembro de la derecha :

Vi, V9 _ V4
Vi VA VI

Sacando las raices cuadradas :

2

N =

+3—
5 =

N

La ecuacion irracional estudiada se resuelve con

X=2
8
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< SISTEMAS DE ECUACIONES
CON TRES INCOGNITAS

Antes de abordar  este tema recomendamos ‘refrescar’ los
conocimientos en lo relacionado a COMO RESOLVER UN SISTEMA DE
DOS ECUACIONES Y DOS INCOGNITAS POR EL METODO DE
REDUCCION (SUMA Y RESTA).

De igual manera consideramos necesario “aclarar” qué es un SISTEMA
DE ECUACIONES ESCALONADO y como se soluciona, para facilitar la
comprension del Método de Gauss,

SISTEMA DE ECUACIONES ESCALONADO : Se dice que un sistema
de 3 ecuaciones y 3 incognitas es escalonado cuando en la primera
ecuacion presenta las 3 incognitas, en la segunda ecuacion presenta 2
incognitas y en la tercera ecuacion presenta 1 incognita (este concepto
es analogo para sistemas de mas de 3 ecuaciones).

Asi, el siguiente sistema de ecuaciones es escalonado :

X -Y +3Z = -4
Y +Z = -3
—27 = 2

Algunas veces el sistema de ecuaciones puede estar “desordenado’,
luego el primer paso consistira en ordenarlo.

El siguiente sistema no esta escalonado :

Y +Z = -3
X -Y +3Z = -4
—2Z = 2

Pero lo podemos ordenar de manera escalonada como se encuentra en
el primer sistema mostrado.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

No siempre es necesario que las incognitas estén en el orden X)Y,Z;
algunas veces el sistema se puede ordenar a nuestra conveniencia sin
respetar el orden anterior.

Asi, el siguiente sistema también es escalonado :

3Z -2X +8Y = -15
-3X +3Y = -13
3y = 9

(COMO SE RESUELVE UN SISTEMA DE ECUACIONES
ESCALONADO ?

Resolveremos el siguiente sistema escalonado para fijar los conceptos :

(19 | X -Y +3Z = -4
(29) Y +Z = -3
(39) —2Z = 2

Se resuelve la 32 ecuacion ya que presenta una sola incognita :

2
—2Z=2 z=—; ; Z=-1

Conocido el valor de “Z” lo podemos sustituir en la 22 ecuacion y
calcular el valor de “Y” :
-Y+(-1)=-3 ;

—Y-1=-3 ; -Y=-3+1

—Y=-2 ; |yvy=2

Conocidos los valores de “Y”y “Z” los podemos sustituir en la primera
ecuacion y calcular el valor de “X” :

X—2+43(-1)= -4 ; X—-2-3=—4

X=—-44+2+3 ; |Xx=1
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¢'C,C3MO RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES UTILIZANDO EL
METODO DE GAUSS?

Para solucionarlo es necesario buscar un sistema de ecuaciones
eScalonado equivalente y después resolver éste como lo hicimos en la
pégina anterior.

Es decir, dado un sistema de ecuaciones :

aX +bY +cZ = d
eX +fY +9Z = h
iX +kY +mZ = n

Transformarlo en un sistema escalonado equivalente del tipo :

aX +tbY +cZ
(0):¢ tpY +qZ
0OX  +0Y +sZ

d
r
t

Para lograr dicha transformacion es necesario resolver varios sistemas
de dos ecuaciones como explicaremos en el ejercicio siguiente.

|EJERCICIO 1 : | Resolver el siguiente sistema de

ecuaciones utilizando el Método de Gauss.

[

1) | X -y +32 = -4
(202 X +Y +Z = 2
3 | x +2v -z = 6

Solucién :

Se anula la “X” en la 2% ecuacién. Para eso, se construye un sistema
con las ecuaciones 12y 22 y se aplica el método de reduccion (suma y
-4

resta):
(19) X =Y +3
(2%) X +Y +Z 2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

En este caso en particular notamos que la 22 ecuacion la podemos
multiplicar por menos uno (-1) para anular la “X” cuando se sume con la
ecuacion 12,

Al multiplicar todos los términos de la ecuacion 22 por menos uno, la
ecuacion equivalente sera :

1) | x -y +3z
(29).(-1) {-x -y -z

Luego se realiza la suma algebraica de las dos ecuaciones :

-4
-2

(1) X =Y +3Z = -4
(29.-1) | =X _-Y -Z = -2
0X -2Y +2Z = -6

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (2%)* y el sistema
inicial quedara conformado asi :

1) [ x -y +3z
(23 J OX =2Y +2Z
k) | x +2v -z

n I n
| 1
o O N

Ahora anularemos la “X” en la 32 ecuacion. Para eso, se construye un
sistema con las ecuaciones 12 y 32 y se aplica el método de reduccion

(suma y resta):
(19) X =Y +3
(39 X +2Y -Z

En este caso en particular notamos que la 3 ecuacion la podemos
multiplicar por menos uno (-1) para anular la “X” cuando se sume con la
ecuacion 1°.

-4
6

Recuerde que se deben multiplicar TODOS los términos de la ecuacion.

1) [ x -y +3z
(3).(-1) {—X Y

Luego se realiza la suma algebraica de las dos ecuaciones :

-4
-6
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1 [ x -y +32 = -4
(39.(-1) ) =X_-2Y +Z = -6
0X -3Y +4Z = —10

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (3%)* y el sistema
inicial quedara conformado asi :

1 [ x -y +32 = -4
)¢ Jd 0X -2y +22 = -6
@) | ox -3y +4z =-10

Solo nos faltaria anular la “Y” en la tercera ecuacion, para eso se
construye un sistema de dos ecuaciones con la (2%)* y (3?)* ecuacion.

(29* ) -2Y +2Z
(39 | -3y +4Z
Recordando lo aprendido en SISTEMAS DE ECUACIONES CON DOS

INCOGNITAS (METODO DE REDUCCION), multiplicamos la ecuacion
(2%)* portres (3) y la ecuacion (3%)* por menos dos (-2).

(29%.(3) {—2»/ +07

-6
-10

-6
-10

(39*.(-2) | -3y +4z

Recuerde que se deben multiplicar TODOS los términos de la ecuacion.

29%3) | -6y +6z = -18
(36)*.(-2){ 6Y -8Z = 20
oy -2z = 2

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (3%)** y el sistema
inicial quedara conformado asi :

(1?) X —Y +3Z = —4
(22)* —2Y +2Z = -6
(32)* —2Z = 2

Ya es un sistema escalonado y su solucién es extremadamente facil y
fue explicada al principio de esta guia.
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Se resuelve la (3%)** ecuacion ya que presenta una sola incognita :

2
—27=2 ; Z=

= — ; Z= -1
-2

Conocido el valor de “Z” lo podemos sustituir en la (2%)* ecuacion y

calcular el valor de “Y”:

—22Y+(@(-1D= -6 ; —2Y¥-2= —6
—2Y= —6+2 ; —2Y= —4
y=_2 Y =2
=T -

Conocidos los valores de “Y”y “Z” los podemos sustituir en la primera

ecuacion y calcular el valor de “X” :

X-243(-1)=-4 ; X-2-3=-4

X=—4+2+3 ; X=1

Para comprobar los resultados se deben introducir los valores calculados
en las ecuaciones del sistema y se debe cumplir la igualdad indicada.

19 | X -Y +32 =-4
(20 X +Y +Z = 2
33 | X +2¥y -Z = 6
(19) 1 -2 +3(-1) =-4
(29) 1 +2 -1 = 2
(3%) 1T +22) -(-1) = 6
(19 | -4 = -4
(29) 2 = 2
(32) 6 = 6

La comprobacion fue exitosa.
Ing. José Luis Albornoz Salazar

- 135 -



EJERCICIO 2 : | Resolver el siguiente sistema de

ecuaciones utilizando el Método de Gauss.

[

(1) | x +2y -3Z = -16
(2 < 3X +Y -2Z = -10
3 | x 3y +Z = 4

Solucién :

Se anula la “X” en la 2% ecuacion. Para eso, se construye un sistema
con las ecuaciones 12y 22 y se aplica el método de reduccion (suma y

resta):
(19) X +2Y -3
(29) X +Y -2Z

En este caso en particular notamos que la 12 ecuacion la podemos
multiplicar por menos uno (-3) para anular la “X” cuando se sume con la
ecuacion 22,

-16
-10

Al multiplicar todos los términos de la ecuacion 12 por menos tres, la
ecuacion equivalente sera :

(19).(-3) {-3)( 6Y +97
(29 ) X +Y -2

48
-10

Luego se realiza la suma algebraica de las dos ecuaciones :

(19.(:9) | -3x -6y +97 = 48
29 3X__ +Y -2Z = 10
0X -5Y +7Z = 38

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (2%)* y el sistema
inicial quedara conformado asi :

1) [ x +2v -3z = -16
(9 J OX -5Y +7Z = 38
3 | 2x 3y +z = 4

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ahora anularemos la “X” en la 32 ecuacion. Para eso, se construye un
sistema con las ecuaciones 1% y 32 y se aplica el método de reduccion
(suma y resta):

-16
-4

1 [ x +2v -3z
39 2X 3y  +Z

En este caso en particular notamos que la 12 ecuacion la podemos
multiplicar por menos uno (-2) para anular la “X” cuando se sume con la
ecuacion 32,

Recuerde que se deben multiplicar TODOS los términos de la ecuacion.

(19.(-2) {-2x 4Y +6Z = 32

-4

(3 ) 2X 3y +Z

Luego se realiza la suma algebraica de las dos ecuaciones :

(19.(-2) [-2X -4Y +6Z = 32
(39 92X -3y +Z = 4
0X -7Y +7Z = 28

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (3%)* y el sistema
inicial quedara conformado asi :

1) | x +2vy -32 = -16
22 J X -5Y +7Z = 38
@) | ox -7y +72 = 28

Solo nos faltaria anular la “Y” en la tercera ecuacion, para eso se
construye un sistema de dos ecuaciones con la (2%)* y (3?%)* ecuacion.

29* | -5y +72
(39 -7v +72Z

38
28

Recordando lo aprendido en SISTEMAS DE ECUACIONES CON DOS
INCOGNITAS (METODO DE REDUCCION), multiplicamos la ecuacion
(2%)* por siete (7) y la ecuacion (328)* por menos cinco (-5).
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38
28

(2°)*(1) ) -38Y +7Z
(3% (-5) {-w +7Z

Recuerde que se deben multiplicar TODOS los términos de la ecuacion.

(29%(7) | -35Y +497 = 266
(39*.(-5) | +35Y -357 = -140
0Y +14Z = 126

Esta ecuacion resultante la identificaremos como (3%)** y el sistema
inicial quedara conformado asi :

(12) X +2Y -3z = -16
(22)* -5Y +7Z = 38
(38)** 14Z = 126

Ya es un sistema escalonado y su solucion es extremadamente facil y
fue explicada al principio de esta guia.

Se resuelve la (38)** ecuacion ya que presenta una sola incognita :

126

14Z = 126 ; Z=— Z=9
14

Conocido el valor de “Z” lo podemos sustituir en la (2%)* ecuacién y
calcular el valor de “Y”:

—5Y+(7)(9) =38 ; -5Y+63= 38
_5Yy=138-63 : —5Y= —25
y= 22 ; Y=5
- = : _

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Conocidos los valores de “Y” 'y “Z” los podemos sustituir en la primera

ecuacion y calcular el valor de “X”:
X+2(5)—-309) = -16 ;

X=-16-10+27

X+10—-27 =-16

)

X=1

Para comprobar los resultados se deben introducir los valores calculados
en las ecuaciones del sistema y se debe cumplir la igualdad indicada.

19 | X +2v
(2 X 3X +Y

3 | 2x -3y

(1°) ( 1T +2(3)
(23 < 3(1)  +5
(3%) | 2(1)  -3(5
(1) (1 10
(20 < 3 45
(39) 2 15
(1) (16 = 16
(29 < -10 = -10
(39) 4 = 4

La comprobacion fue exitosa.

-3Z
-2Z
+Z

-16
-10
-4

-3(9)
-2(9)
+9

-27
- 18
+9

-16
-10

-16
-10
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-2 2
|| EJERCICIO 3 : || Resolver el siquiente sistema de 3Y — ( = )+ 1=7 3 + s +1=7
ecuaciones utilizando el Método de Gauss.
2 21—-3—-2

3Y=7- =--1 ; 3Y=———
2X +3Z = 0 3 3
X +3y -7 =7 !
4 = 4 3 sy=2 ; |ly=3

Solucién :

Recordando el concepto de Sistema de Ecuaciones Escalonado y la

aclaratoria de que NO SIEMPRE se deben ordenar las variables de la i | L ,
forma XY,Z: puedo ordenarlo “a mi conveniencia’ de la forma Y,ZX. EJERCICIO 4 : Resolver el siguiente sistema de
e

Luego, el sistema queda escalonado de la siguiente manera : | cuaciones utilizando el Método de Gauss.
1d [ 3y -z +x =7 Nl Al
(29) 3Z +2X =0 X-oy- z=
(3%) 4X = 4 -2x+ y+2z=2

Ya es un sistema escalonado y su solucion es extremadamente facil y .
fue explicada al principio de esta guia. Solucion: x =1, Y= -2, z=3

Se resuelve la (38)** ecuacion ya que presenta una sola incognita :

4
41X =4 ; X=Z ; X=1

. L . Resuelve los siguientes sistemas :
Conocido el valor de “X” lo podemos sustituir en la (2%)* ecuacién y

calcular el valor de “Z” :

x+4y-82=-8 X-y+tz =3 x+y-22=9
32+@)M=0 ; 32+2=0 ; 37=-2 3 lx+8y-z=T6 b { y+32=15 o) (2x-y+dz=4
-2 1 8x-y-42=110 Ity =12 2%-y+62=+1

Z = —3

Conocidos los valores de “X” y “Z” los podemos sustituir en la primera = Soluciones: a)x=16,y=2,2=4 b) x=3, y=3,2=3 ¢) x=6, y=-2, 2=-5[2
ecuacion y calcular el valor de “Y”:
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* INECUACIONES LINEALES

REGLAS :
1) Si a<b, entonces a+c < b+c (también se cumple para <, > y 2).
Ejemplo : Si 3 <5 y sumamos 2 a ambos términos, obtenemos 5 <7.

2) Si a<b y c<d, entonces atc < b+d (fambién se cumple para <,
>y 2).

Ejemplo : Si 3 <5 y 4 <86, entonces sumando las desigualdades,
obtenemos 7<11.

3) Sia<b y c¢>0, entonces ac < bc (también se cumple para <, >
y 2)

Ejemplo : Si 3<5 y multiplicamos por 2 obtenemos 6 <10.
4) Si a<b y c¢<0, entonces ac > bc (también se cumple para <, >
y 2). Cuando se multiplica por un valor negativo se cambian los

signos de los términos y el sentido de la desigualdad.

Ejemplo : Si 3 <5 al multiplicar por -2 obtenemos -6 >-10.

EJERCICIO 71 :|Resolver X+227

De la misma forma que hemos trabajado con las ecuaciones lineales
podemos hacerlo con las inecuaciones, es decir se recomienda

ordenarla de manera tal que las variables queden ubicadas en el primer
miembro (lado izquierdo del signo de desigualdad) y los nimeros en el

segundo miembro (lado derecho del signo de desigualdad).

Igual que en las ecuaciones, al “pasar” un término de un miembro al otro
se debe cambiar el signo de dicho término.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

En este ejercicio mantenemos a “X” al lado izquierdo del signo de la
desigualdad y pasamos a “+2” al lado derecho pero cambiandole el
signo.

Asi, la inecuacion quedara expresada como:

X =27-2 ; X254

Lo que significa que “X” puede tomar valores iguales o mayores a 5; esta
solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma grafica:

<
<

— o0

M////////////////////////////////////////////// .
5

+ o0

Nota: Se coloca @ en el numero 5 indicando que él forma parte de la
solucion.

En forma de intervalo:

X =[5,+=)
Intervalo cerrado en 5 (incluido el 5) hasta infinito positivo (tanto el

infinito positivo como el infinito negativo se indican como intervalo abierto
“paréntesis’).

En forma de conjunto:

X={XER / X 25}
X pertenece a los numeros reales tal que X sea mayor o igual a
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EJERCICIO 2 || Resover 3 < X-2

De la misma forma que hemos ftrabajado con las ecuaciones lineales
podemos hacerlo con las inecuaciones, es decir se recomienda
ordenarla de manera tal que las variables queden ubicadas en el primer
miembro (lado izquierdo del signo de desigualdad) y los numeros en el
segundo miembro (lado derecho del signo de desigualdad).

Igual que en las ecuaciones, al “pasar” un término de un miembro al otro
se debe cambiar el signo de dicho término.

.......... >
3<X-2
< ........
~X<-2-3 ; -X<-5

En aquellos casos (como este) en que la variable presente signo
negativo se debe multiplicar toda la inecuacion por “menos uno’,
teniendo en cuenta que se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

X < =9.(-1)

\

\\
\ \
« ' «
X 25

Lo que significa que “X” puede tomar valores iguales o mayores a 5; esta
solucion es la misma que la del ejercicio 1.

| EJERCICIO 3 :

Resolver 3X -4 < X+2

Ordenar de manera tal que las variables queden ubicadas en el primer
miembro (lado izquierdo de la desigualdad) y los nimeros en el segundo
miembro (lado derecho de la desigualdad).

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Al “pasar” un término de un miembro al otro se debe cambiar el signo
de dicho término.

X-X<2+4 ; 2X<6

El “2” que estad multiplicando a la “X” en el miembro izquierdo de la
inecuacion pasara al miembro derecho dividiendo al “6” (Esto solo se
puede hacer si el coeficiente que acompafia a la variable es positivo).

Si la variable hubiese estado acompafiada por un numero negativo,
primero se multiplica toda la inecuacion por “menos uno” (ver ejercicio 2)
y después se hace el despeje.

X<6 ; X<2 ; X<3

Lo que significa que “X” puede tomar valores menores a 3 (no incluye al
3); esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma gréfica:

Z/////////////////////////////////////////////////////////////////é

3 +

[

Nota: Se coloca O en el numero 3 indicando que él NO forma parte
de la solucion.

En forma de intervalo:

X = (==,3)

Intervalo abierto desde menos infinito hasta intervalo abierto en 3 (no
incluye al 3).

En forma de conjunto:

X={XER / X < 3}

X pertenece a los numeros reales tal que X sea menor a 3
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Resolver 2X -1 2 —=3X+3

| EJERCICIO 4 :

Ordenando las variables al lado izquierdo y los numeros al lado
derecho:

2X+3X23+1 ; X z4 X 2

[ R

H - wyn H 4
Lo que significa que “X” puede tomar valores iguales o mayores a 5
Esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma grafica:

A

W////////////////////////////////////////////// t
‘ -

+ o0

5

Nota: Se coloca @ en g indicando que él forma parte de la solucion.

En forma de intervalo:

X =[5.+)

Intervalo cerrado en g (incluido el g) hasta infinito positivo (tanto el

infinito positivo como el infinito negativo se indican como intervalo abierto
“paréntesis’).

En forma de conjunto:

X={XER /X 2

(L

}

, , 4
X pertenece a los nimeros reales tal que X sea mayor o igual a s

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

|| EJERCICIO 5 | Resolver 4X+1-2 2 7X-6-X

Ordenando las variables al lado izquierdo y los numeros al lado
derecho:

4X-7X+X 2 -6-1+2 ; -2X =2-5
Como la variable “X” estd acompafiada por un coeficiente con signo
negativo (- 2) se debe multiplicar toda la inecuacion por “‘menos uno’,

teniendo en cuenta que Se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

(-2X 2-85.(-1) : 2X<5 xs% :

Lo que significa que “X” puede tomar valores iguales o0 menores a 2,5.
Esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma gréfica:

7/////////////////////////////////////////////////////////////////A
— 00 2, 5 + oo

v

En forma de intervalo:

X = (=»,25]

En forma de conjunto:

X={XER /X $25)}

|| EJERCICIO 6 2| Resolver —10X+2 < 3X +28

Ordenando las variables al lado izquierdo y los numeros al lado
derecho:

-10X-3X < 28-2 ;
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Como la variable "X” esta acompafiada por un coeficiente con signo
negativo (- 13) se debe multiplicar toda la inecuacion por “menos uno’,
teniendo en cuenta que se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

(-13X < 26).(-1) ; 13X >-26
X > __26 ; X >-=-2
13

Lo que significa que “X” puede tomar valores mayores a “ — 2" (no
incluye al = 2”); esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma grafica:

< A‘;«/////////////////////////////////////////////////////////////////////////// >

— o0 -2 + oo

En forma de intervalo:

X=(=-2,+=)

En forma de conjunto:

X={XER / X > -2}

EJERCICIO 7 :| Resohver 243 o _

2

[

™

Cuando alguno, varios o todos los términos de la inecuacion presenten
fracciones, se recomienda “eliminar” los denominadores para que la
inecuacion quede expresada en forma lineal.

La operacién para “eliminar” los denominadores se realiza en forma
Similar que con las ecuaciones.

Primero se calcula el minimo comun multiplo de los denominadores:
(mcmde6,2y4 =12)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Luego se multiplica TODA la inecuacion por el m.c.m (se debe multiplicar
cada término por el m.c.m):

12(x-2) | 126X _ _ 12X
6 2 4
12X-24 = 36X 12X
+ < - =
6 2 4

Posteriormente  se divide cada numerador entre su respectivo
denominador.

2X-4+18X < -3X

La inecuacion ha quedado expresada en forma lineal y su solucion
puede ser enfocada de la misma forma como los ejercicios anteriores:

X<i

2X+18X+3X <4
23

23X <4

- o 4 .
Lo que significa que “X” puede tomar valores menores a o (no incluye

4 .
al = ); esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma gréfica:

v

e
. 4

— o0
23

En forma de intervalo:

X = (_oo’—)

En forma de conjunto:

X ={XEDR / X< —}
23
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EJERCICIO 8 : |Resover 2=X—3 > 4(x-2)

5

Primero se realiza la multiplicacion indicada en el miembro derecho de la
inecuacion :
2—-X

=232 4x-8
5

Cuando alguno, varios o todos los términos de la inecuacion presenten
fracciones, se recomienda ‘eliminar” los denominadores para que la
inecuacion quede expresada en forma lineal.

La operacion para “eliminar” los denominadores se realiza en forma
similar que con las ecuaciones.

Primero se calcula el minimo comun mdltiplo de los denominadores:
(cuando exista un solo denominador se tomara como m.c.m. En este
caso m.c.m = 9)

Luego se multiplica TODA la inecuacion por el m.c.m (se debe multiplicar
cada término por el m.c.m):

5(2—X)
5

— (5)(3) = 5(4X-8)

10—-5X

— 15 2 20X-40

Posteriormente se divide cada numerador entre su respectivo
denominador.
2-X-15 2 20X-40

La inecuacion ha quedado expresada en forma lineal y su solucion

puede ser enfocada de la misma forma como los ejercicios anteriores:
-X-20X =2 -40-2+15 ; -21X=2-27

Como la variable *X” esta acompafiada por un coeficiente con signo

negativo (- 21) se debe multiplicar toda la inecuacién por “menos uno’,

teniendo en cuenta que se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

21X = -27)(-1) ; 21X <27 ; X S=

: 27 9 9
Como al reducir por tres Pyl ; X s Z

. e “w ¢/ . 9
Lo que significa que “X” puede tomar valores menores o iguales a R
esta solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma grafica:

v

]/////////////////////////////////////////////////////////////‘
Y 9

En forma de intervalo:

En forma de conjunto:

X ={XEDR /X < 37}

EJERCICIO 9 | Resolver -1<2X-5<7

Esta expresion representa realmente dos inecuaciones, la primera :
-1<2X-5 y lasegunda: 2X-5<7

La solucion total estara representada por la interseccion de las dos
soluciones parciales. En ese sentido, se procede a resolver cada
inecuacion por separado y al final se consigue la interseccion de ambas.

Resolviendo -1<2X-5

-1<2X-56 ; -2X<-56+1 ; -2X<-4

Al multiplicar por menos uno :
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X< =4 (1) ; 2X>4 ; X>Z : X>2

< A‘:«/////////////////////////////////////////////////////////////////////////// R

— o0 2 +

Resolviendo 2X-5<7

12

2X-56<7 ; 2X<7+5 ; 2X<12 ; X<? ; X<6

Resolviendo 2X+ 1 < 4X-3

2X-4X < -3-1 ; -2X<-4
Al multiplicar por menos uno :
Xz4 ; X222 X22

P

s

4

— o0 6 +oo'

Al sobreponer ambas graficas se observa facilmente la interseccion:

P Vo LN

v

— o0 2' 6 + oo
La solucibnes: 2<X<6

En forma de intervalo:

X =(2,6)

En forma de conjunto:

X={XER / 2<X<6}

| EJERCICIO 10 :|Resover 2X+154X-3<X+7

Esta expresion representa realmente dos inecuaciones:

Laprimera: 2X+1 < 4X-3 1y lasegunda: 4X-3 < X+7
La solucion total estara representada por la interseccion de las dos
soluciones parciales. En ese sentido, se procede a resolver cada

inecuacion por separado y al final se consigue su interseccion.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

<
— o0

y//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////i
2

+ o0

Resolviendo 4X-3 < X+7

10

4X-X<T7+3 ; 3X<10 ; X<?

J/////////////////////////////////////////////////////////////4:\

10 + oo=
3
Al sobreponer ambas graficas se observa facilmente la interseccion:
< y/////////////////////////,\ R
‘— (<] 2 E’ " OO'

3

'y 10
La solucion: 2 £ X £ 3

En forma de intervalo:

X:[Z,?)

En forma de conjunto:
x:{xep/st<13_°}
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* INECUACIONES DE zdo. GRADO

Existen varios métodos para resolver este tipo de inecuaciones; casi
todos consideran el estudio de las dos raices del polinomio de segundo
grado que contiene la desigualdad.

Cuando la ecuacion de segundo grado (parabola) no intercepta al eje “X”
(eje horizontal o eje de las abscisas) sus raices son imaginarias y no
pueden indicarse sobre la recta real y esta consideracion confunde
muchas veces a nuestros estudiantes.

El método que hemos considerado mas sencillo consiste en graficar la
parabola e indicar que los valores que estén sobre el eje horizontal son
los valores positivos y los que estén por debajo son los negativos.

|| EJERCICIO 1 : || Resolver X? 23+ 2X

Solucion :

Lo primero que debemos hacer es ‘pasar” todos los términos al lado
izquierdo de la desigualdad y ordenarlo como un polinomio en forma
descendente (aX2+ bX+¢) :

X2-2X-320

Ahora procedemos a graficar el miembro que esta al lado izquierdo del
signo de la desigualdad, considerandolo como una funcion.

Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los
Siguientes pasos :

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcién.

a=1 ;, b=-2 ,; c¢c=-3

Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = 5o

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Esto significa que por X = 1 pasaréa una recta perpendicular al eje X que
representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcion  f(x) = X2—- 2X -3 para
determinar el vértice de la parabola.

fi1)=(1)2-2(1) -3 =1-2-3 =-4 ; f1)=-4

Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (1,-4)

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b2 - 4ac ).

Recuerde que la intercepcion o corte con el eje X lo indican las raices de
la funcién.

e Si  b?2-4ac >0 Ilafuncion tiene 2 raices diferentes
(corta al eje X en dos puntos).

e Si b2-4ac=0 Iafuncion tiene 2 raices iguales (tiene
su vértice en un punto contenido en el eje X).

e Si b?2-4ac<0 Iafuncién no tiene raices reales (NO
corta al eje X).

b2—dac = (-22-4(1)(-3 = 4+12 = 16

Como b?-4ac >0 Ila funcion tiene 2 raices diferentes (corta al eje X
en dos puntos).

Cuarto paso : Se calculan las raices de la funcién con el uso de la
formula general de segundo grado o resolvente:

—b + Vb? — 4ac
X =
2a
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_ —C5/CPa@(E3) . 24Vi6 | 244
X = 2(1) 2 2
X1 = ﬂ = é ; X1 = 3
2 2

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto .(3,0)

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto. (-1,0)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de

coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

Como la inecuacion es del tipo = los cortes con el eje X formaran parte

de la solucion y por lo tanto se indican con un circulo “relleno”.

A

(-1,0)

A
i3}

(11'4)

'
2|
%

v

En este caso en particular si unimos los fres puntos se deduce
facilmente que la parabola quedara graficada asi :

_Ejede
simetria

L

A

i

- - - =Vértice (1,-4)

\ 4 ! S =

Una vez graficada la parabola resulta extremadamente facil visualizar
cuales son los valores positivos de la funcion (estan por encima del eje
X) y los valores negativos (estan por debajo del eje X).

Como la desigualdad estudiada quedé ordenada como X2-2X -3 =0
nos interesa determinar los valores mayores e iguales a cero (valores
positivos de la funcion) y es evidente al observar la grafica que seran los
intervalos

(_oo’_]_] y [3!+°°)

La solucion puede ser mostrada de tres formas :

El hecho de calcular el eje de simetria y el vertice de la pardbola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) seguin sea el caso.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

En forma gréfica:

Z//////////////////////////////////////////// M////////////////////////////////////////// .
3

+ o0

— 0 -1
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En forma de intervalo:

X= (==,=1 U [3,+=)

En forma de conjunto:

X={XER / X<-1AX23}

Todos los “X” menores e iguales a “—= 1” y todos los “X” mayores e
iguales a “3’,

Nota: Sila desigualdad estudiada hubiese quedado ordenada como
X2-2X -3 <0 nos hubiese interesado determinar los valores menores
e iguales a cero (valores negativos de la funcion mas el cero) y es
evidente al observar la grafica que seran los valores que estan por
debajo del eje °X”.

[ -1 ’ 3 ]

EJERCICIO 2 :| Resolver X* 2-4

Solucion :

Lo primero que debemos hacer es ‘pasar’ todos los términos al lado
izquierdo de la desigualdad y ordenarlo como un polinomio en forma
descendente (aX?2+ bX+¢c) :

X2+ 4 20

Ahora procedemos a graficar el miembro que esta al lado izquierdo del
signo de la desigualdad, considerandolo como una funcion.

Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los
siguientes pasos :

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcion.
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Sequndo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = a

x=22 . x=Z2© . x=0 . x=9
2(1) 2

Esto significa que por X = 0 pasara una recta perpendicular al eje X que

representa al eje de simetria de la pardbola (en este caso el eje de
simetria sera el eje “Y” del sistema de coordenadas).

Se introduce este valor en la funcion f(x) = X2+ 4 para determinar el
vértice de la parabola.

f0)=(0)2+4 = 0+4 =4 ; f0)=4
Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (0, 4)

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

Recuerde que la intercepcion o corte con el eje X lo indican las raices de
la funcién.

e Si  b?2-4ac >0 Ilafuncion tiene 2 raices diferentes
(corta al eje X en dos puntos).

e Si b2-4ac=0 Iafuncion tiene 2 raices iguales (tiene
su vértice en un punto contenido en el eje X).

e Si b?2-4ac<0 Iafuncién no tiene raices reales (NO
corta al eje X).

b2—dac = (02-4(1)4) = 0-16 = —16

Como b2-4ac<0 lafuncién no tiene raices reales ( NO corta al eje
X).
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Cuarto paso : Como no se pueden calcular las dos raices de la funcion
se procede a calcular dos puntos de la parabola, uno ubicado al lado
izquierdo del eje de simetria y el otro al lado derecho, esto nos facilitara
visualizar facilmente la configuracion de la parabola.

Como el eje de simetriaes X =0 puedo calcular los puntos cuando
X= -1 ycuando X=1, para lo cual sustituyo estos valores en la

funcion f(x) = X2+ 4

Para X= -1 ; f(-1)=(1)2+4 = 1+4 =5

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (-1,5)

Para X=1 ;  f(1)=(1)2+4 = 1+4 =5

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (1,5)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

A
Y

10

(-1,5)® e (1,5)

1 (0.4

A
q
v

v

El hecho de calcular el eje de simetria y el vertice de la pardbola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) seguin sea el caso.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

En este caso en particular si unimos los tres puntos se deduce
facilmente que la parabola quedara graficada asi :

YA
_Ejede
12 [£7 simetria

<-_ < ---Vértice (0,4)

Il JRUR N

v

Una vez graficada la parabola resulta extremadamente facil visualizar
cuales son los valores positivos de la funcion (estan por encima del eje
X) y los valores negativos (estan por debajo del eje X).

En este caso la parabola esta ubicada completamente por encima del eje
X por lo tanto todos los valores que toma son positivos.

Como la desigualdad estudiada quedo ordenada como X2+ 4 = 0 nos
interesa determinar los valores mayores e iguales a cero (valores
positivos de la funcion) y es evidente al observar la grafica que seran
todos los numeros reales.

Solucién en forma de intervalo:

X = (_oo,+oo)

En forma de conjunto:

X ={R}
Ing. José Luis Albornoz Salazar - 148 -



Nota: Sila desigualdad estudiada hubiese quedado ordenada como
X2+ 4 < 0 nos hubiese interesado determinar los valores menores e
iguales a cero (valores negativos de la funcion) y es evidente al
observar la grafica que estos no existen.

Luego, la solucion sera un conjunto vacio ( X no pertenece al conjunto
de los nimeros reales).

|| EJERCICIO 3 | Resolver 5X—-4-X? >0

Solucion :
Ordenando el polinomio en forma descendente (aX2+ bX +c¢):

- X2+5X-4>0

Ahora procedemos a graficar el miembro que esta al lado izquierdo del
signo de la desigualdad, considerandolo como una funcion.

Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los
Siguientes pasos :

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcién.

a=-1 ,; b=5,; c=-4

Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = e

X=2t . x==G® . x5
2a 2(-1) -2

Esto significa que por X = 2,5 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcion f(x) = - X2+ 5X -4 para
determinar el vértice de la parabola.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

f(2,5)=-(2,5)2+5(2,5)-4 = -625+125-4 = -225
f(2,5)= 2,25
Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (2.5, 2.25 )

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

b2-dac = (52—-4(1)(4) = 25-16 = 9

Como b?-4ac >0 la funcion tiene 2 raices diferentes (corta al eje X
en dos puntos).

Cuarto paso : Se calculan las raices de la funcién con el uso de la
formula general de segundo grado o resolvente:

—b + Vb? — 4ac
x =
2a

Este calculo se nos facilita por el hecho de que la cantidad sub-radical o
radicando es la misma conocida como discriminante y ya fue calculada.

_ —5%v9 _  -5%3
T 2(-1) -2

—5+3 -2
= — ; X1 =1

X =
-2 -2

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto .(1,0)

—5— 3: __8 , X2 - 4

X, =
2 -2 -2

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto. (4,0)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.
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Como la inecuacion es del tipo > los cortes con el eje X NO formaran
parte de la solucion y por lo tanto se indican con un circulo “hueco”.

El hecho de calcular el eje de simetria y el vértice de la parabola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como seré su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) segun sea el caso.

En este caso en particular si unimos los tres puntos se deduce
facilmente que la parabola quedara graficada asi :

5“

/_i “F= = -Vértice (2.5,2.25)

»
|

A
s

B 10

_Ejede
L£” simetria

Una vez graficada la parabola resulta extremadamente facil visualizar
cuales son los valores positivos de la funcion (estan por encima del eje
X) y los valores negativos (estan por debajo del eje X).

Como la desigualdad estudiada quedé ordenada como — X2+5X—-4> 0
nos interesa determinar los valores mayores a cero (valores positivos de
la funcién sin incluir al cero) y es evidente al observar la grafica que sera
el intervalo

(1,4)

La solucién puede ser mostrada de tres formas :
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD 1)

En forma grafica:

) g

v

— o0 0 1 4 + oo

En forma de intervalo:

X = (1,4)

En forma de conjunto:

X={XER / 1<X<4)}

Nota: Sila desigualdad estudiada hubiese quedado ordenada como
- X2+ 85X -4 <0 nos hubiese interesado determinar los valores
menores a cero (valores negativos de la funcion) y es evidente al
observar la grafica que seran los valores que estan por debajo del eje

X = (_°°!1) u (4!+°°)

Resolver X2 € —16 + 8X

EJERCICIO 4 :

Solucion :

Lo primero que debemos hacer es ‘pasar’ todos los términos al lado
izquierdo de la desigualdad y ordenarlo como un polinomio en forma
descendente (aX?2+ bX +c¢) :

X2-8X +16 < 0

Ahora procedemos a graficar el miembro que esta al lado izquierdo del
signo de la desigualdad, considerandolo como una funcion.

Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los
Siguientes pasos :
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Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcion.

a=1 ; b=-8 ,; c=16

Segqundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = a

X==2 ; x==22 . x=2  x=4
2(1) 2

Esto significa que por X = 4 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcion  f(x) = X2 - 8X + 16 para
determinar el vértice de la parabola.

f(4)=(42-8(4) +16 = 16-32+16 =0 ; f4)=0

Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (4,0)

Tercer paso : Se determina si la funcién intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

b2-4dac = (8)2-4(1)(16) = 64 -64 = 0

Como b2-4ac =0 Iafuncion tiene 2 raices iguales (tiene su vértice
en un punto contenido en el eje X).

Otra particularidad que presenta el hecho de que el determinante sea
igual a cero es que al calcular el punto donde la parabola corta al eje X
es el mismo vértice.

Esta consideracion anterior nos obliga a aplicar el cuarto paso como si
no existieran raices reales.

Cuarto paso : Se procede a calcular dos puntos de la parabola, uno
ubicado al lado izquierdo del eje de simetria y el otro al lado derecho,
esto nos facilitara visualizar facilmente la configuracion de la parabola.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Como el eje de simetriaes X =4 puedo calcular los puntos cuando
X= 3 ycuando X =5, para lo cual sustituyo estos valores en la

funcion f(x) = X2- 8X + 16

Para X=3 ; f(3)=(32-8(3) +16 = 9-24 +16 =1

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (3,1)

Para X=5 ;  f(5)=(52-8(5) +16 = 25-40 + 16 = 1

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (8,1)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

Como la inecuacion es del tipo < los cortes con el eje X formaran
parte de la solucion y por lo tanto se indican con un circulo “relleno”.

El hecho de calcular el eje de simetria y el vertice de la pardbola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) seguin sea el caso.

En este caso en particular si unimos los tres puntos se deduce
facilmente que la parabola quedara graficada asi :

_Eje de
£” simetria

X

< 7
3 -7 - + 5
Vertice (4,0) 1 '//7;,7. José Luis Albornoz Salazar - 151 -



Una vez graficada la parabola resulta extremadamente facil visualizar
cuales son los valores positivos de la funcion (estan por encima del eje
X) y los valores negativos (estan por debajo del eje X).

En este caso la parabola esta ubicada por encima del eje X pero su
vértice estéa contenido en el eje X (4,0).

Como la desigualdad estudiada quedd ordenada como X?—8X+16 < 0
nos interesa determinar los valores menores e iguales a cero y es
evidente al observar la grafica que existe solo un punto que cumple con
esta condicion (el vértice). Luego, la solucion sera :

X =4

Nota: Sila desigualdad estudiada hubiese quedado ordenada como
X2 - 8X+16 2 0 nos hubiese interesado determinar los valores
mayores e iguales a cero y es evidente al observar la grafica que estos
seran todos los nimeros reales.

EJERCICIO 5 :| Resolver X? —=5X+6 <0

A

A

v

* Vértice (2.5,-0.25)

Solucioén en forma de intervalo:

X =[2,3]
APUNTES DE ALBEBRA (TOMD 1)

EJERCICIO 6 :||Resolver —8X? + 24X —-16 20

A

_ -Vértice (1.5,2
- (1.5,2)

A
-

-10

-15

\ 4

Solucion en forma de intervalo: X = [1,2]

|| EJERCICIO 7 ?| Resolver X>—2X —3<0

_Ejede
£" simetria

A
[ >]

< — - -Vértice (1,-4)

==\

A 4

Solucién en forma de intervalo: X = (-=1,3)
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* INECUACIONES RACIONALES

Existen varios métodos para resolver este tipo de inecuaciones, en estos
gjercicios vamos a utilizar uno que consideramos mas sencillo y sobre
todo tiene la particularidad de que paralelamente a su resolucion permite
comprobar si los intervalos cumplen o no con la desigualdad planteada.

Pasos del método recomendado:

1) Se calculan los valores criticos o de interés de la variable y se
sefialan sobre la recta real. Estos valores de “X” seran aquellos
que anulan al numerador y al denominador de la inecuacion.

2) Una vez indicados estos valores, la recta real quedara dividida
en intervalos.

3) Se escoge un valor en cada uno de los intervalos y se sustituye
en la inecuacion inicial. Si se cumple para el punto escogido se
cumplira para todos los puntos que se encuentren en dicho
intervalo y viceversa.

4) Para indicar si los extremos de cada intervalo son abiertos o
cerrados se debe tomar en cuenta lo siguiente:

e El valor donde el denominador se anula NO formara parte
de la solucion porque la division por cero es
indeterminada (siempre se indicara como intervalo
abierto).

e En el valor donde se anule el numerador se tomara en
cuenta el signo de la desigualdad (intervalo cerrado si es
“<” 0 “2”. Intervalo abierto sies ‘<” 0 “>’).

|| EJERCICIO 1 : || Resolver 3%1
442X

Solucion :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Estudiando el denominador :

X== ;

2

4+2X=0 ; 2X=-4 ; X=-2

Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “- 2” ya que anularia
al denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” (Q) en “— 2” para indicar que NO

forma parte de la solucion (intervalo abierto)

<
<
— o0

O
v

Estudiando el numerador :

Muchos autores y profesores recomiendan “pasar” primero todos los
términos al lado izquierdo del signo de la desigualdad. Como esto trae
algunas dificultades a los alumnos menos aventajados, recomendamos
resolver la inecuacion como una ecuacion y resultard mas comodo :

3X-1
4+2X

=1 ; 3X-1=1(4+2X ; 3X-1=4+2X

X-2X=4+1 ; X=35
Como la desigualdad es del tipo “<” el “5” formara parte de la solucion,

en la recta real colocamos un circulo “relleno” para indicar que es el
extremo de un intervalo cerrado (@).

< al : e >
- -2 0 5 +
La recta real queda dividida en 3 intervalos :
(_'°o ’_'2) ; (_'2 ’5] ) [5’ T )

Para saber cual o cuales de estos intervalos cumplen con la
desigualdad, escojo un valor dentro de cada intervalo, lo sustituyo en la
inecuacion inicial y observo si cumple o no con ella.

Si un punto de un intervalo cumple con la inecuacion, cumpliran todos
los puntos de ese intervalo y viceversa.
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Se puede escoger cualquiera de los puntos de cada intervalo.

Estudiando el intervalo (-« , - 2 ) : escojo el valor ~ 3" (esta
ubicado a la izquierda de “— 2 *) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

~ <1

, 1,06 =1
16

Como “1,06” NO es menor ni igual a “1” significa que “6”

no cumple

3X-1 _ 3(-3)-1 <1 ) —9-1 _ 1 con la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
4+2X ’ 4+2(-3) — ’ 4-6 intervalo [ 5, + < ) cumple.
-10
= <1 : 5<1 ) NO o Sl PY NO >
_2 ‘_ o _E (I) 5 ¥ 007
Como “5” NO es menor ni igual a “1” significa que = 3" no cumple con La solucid d trada de tres f .
la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el a sollicion puede ser mostrada de {res formas :
intervalo (-« , - 2 ) cumple. En forma qréfica:
: NO o : PY > B ,JW///////////////////////////////////////////A o
) -2 0 5 + oo _ o _E (') 5 + 0

Estudiando el intervalo (-2, 5] : escojo el valor “0” (esta ubicado
entre = 2"y “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

3X-1
4+2X

3(0)-1 < ) 0-1
4+42(0) — ’ 440

)

-1
— <1 ; —025 <1

4

Como “~ 0,25” Sl es menor a “1” significa que “0” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
estudiado (-2, 5] cumplen.

NO

<&
<
— o0

\Y'p)

Sl PY >
0 5 + o0

Estudiando el intervalo [5,+ = ) : escojo el valor “6” (esta ubicado a
la derecha de “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

3X-1
4+2X

3(6)-1
4+2(6)

18—-1

4+12
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

<1 :

)

En forma de intervalo:

X = (=2,5]

En forma de conjunto:

X={XER/ -2 <X <5}

| -2
LEJERCICIO 2 | resster —— <0
Solucion :
Estudiando el denominador :
X+2=0 ; X=-2
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Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “~ 2” ya que anularia
al denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” (©Q) en “- 2” para indicar que NO
forma parte de la solucion (intervalo abierto)

< Q >
- -2 0 +
Estudiando el numerador :
X-2=0 ; X=2

Como la desigualdad es del tipo “<” el “2” formara parte de la solucion,
en la recta real colocamos un circulo “relleno” para indicar que es el
extremo de un intervalo cerrado (@).

NO

A

XY'p)

)
2

»
>
+ oo

Estudiando el intervalo (-2, 2] : escojo el valor “0” (esta ubicado
entre = 2"y “2”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

;- 1<0

Como “-= 17 Sl es menor a “0” significa que “0” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
estudiado (-2, 2 ] cumplen.

NO

v

< o : ' >
— 00 -2 0 2 + oo
La recta real queda dividida en 3 intervalos :
(-=,=2) ; (-2,2] ; [2,+=)

Para saber cual o cuales de estos intervalos cumplen con la
desigualdad, escojo un valor dentro de cada intervalo, lo sustituyo en la
inecuacion inicial y observo si cumple o no con ella.

Si un punto de un intervalo cumple con la inecuacion, cumpliran todos
los puntos de ese intervalo y viceversa.

Se puede escoger cualquiera de los puntos de cada intervalo.

Estudiando el intervalo (-« , - 2) : escojo el valor - 3" (esta
ubicado a la izquierda de - 2 *) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X+2

X-2 _ .oo32 _ S <

,; 50
-1

—_— ) —_— J

—-3+2

Como “5” NO es menor ni igual a “0” significa que = 3” no cumple con
la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
intervalo (- , - 2 ) cumple.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

A
XY

9l PY
0 2

Estudiando el intervalo [2,+ « ) : escojo el valor “3” (esta ubicado a
la derecha de “2”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

% <0 ; 020=<0

Como “0,20” NO es menor ni igual a “0” significa que “3” no cumple
con la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el

intervalo [ 2, + < ) cumple.

NO

< o ol PY NO >

0 2 0 2 + o0
La solucion puede ser mostrada de tres formas :
En forma gréfica:

: &V///////////////:////////////////////A >
- -2 0 2 +
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En forma de intervalo:

X = (=2,2]

En forma de conjunto:

X={XER / -2 <X <2}

X+4
|| EJERCICIO 3 : | Resolver s >3
Solucion :
Estudiando el denominador :
X-2=0 ; X=2

Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “2” ya que anularia al
denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” ( O) en “2” para indicar que NO
forma parte de la solucion (intervalo abierto)

v

< : o
— o0 0 2

Estudiando el numerador :

Muchos autores y profesores recomiendan ‘pasar’ primero todos los
términos al lado izquierdo del signo de la desigualdad. Como esto trae
algunas dificultades a los alumnos menos aventajados, recomendamos
resolver la inecuacion como una ecuacion y resultard mas comodo :

g:B ©OX+4=3(X=2) : X+4=3X-6
X-3X=-6-4 : -2X=-10 ; X=5

Como la desigualdad es del tipo “>” el “6” NO formara parte de la
solucion, en la recta real colocamos un circulo *hueco” para indicar que
es el extremo de un intervalo abierto (O).

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

P
<

. Q
— 0 0 2

>}

La recta real queda dividida en 3 intervalos :

(_00’2) ; (2!5) ) (5’+°°)

Para saber cual o cuéles de estos intervalos cumplen con la
desigualdad, escojo un valor dentro de cada intervalo, lo sustituyo en la
inecuacion inicial y observo si cumple o no con ella.

Si un punto de un intervalo cumple con la inecuacion, cumpliran todos
los puntos de ese intervalo y viceversa.

Se puede escoger cualquiera de los puntos de cada intervalo.

Estudiando el intervalo (-~ , 2): escojo el valor “0” (esta ubicado
ala izquierda de “2 *) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X+4 0+4
— >3 ; — >3
X-2 0-2

-2 >3

Como = 2” NO es mayor que “3” significa que “0” no cumple con la
inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
intervalo (-, 2 ) cumple.

v

A

NO : o
2

YD)

Estudiando el intervalo (2, 5) : escojo el valor “3” (esta ubicado
entre “2”y “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X 3
j>3; j>3 ,; >3 7 >3
X-2 3-2
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Como “7” Sl es mayor que “3” significa que “3” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
eStudiado ( 2, 5) cumplen.

A

NO A S
' 2

»)
v

Estudiando el intervalo (5,+ « ) : escojo el valor “6” (esta ubicado a
la derecha de “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X+ 4 6+ 4 10
2tz 2Pt s3 = >3

2,5 >3
X-2 6—2

Como “2,5” NO es mayor que “3” significa que “6” no cumple con la
inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
intervalo (6, + = ) cumple.

X+4
EJERCICIO 4 : || Resolver X2 <3
Estudiando el denominador :
X-2=0 ; X=2

Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “2” ya que anularia al
denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” (O ) en “2” para indicar que NO
forma parte de la solucion (intervalo abierto)

v

P NO , a S A NO %
= 0 2 5 e
La solucion puede ser mostrada de tres formas :
En forma gréfica:
P , ,W///////////////A -
T o 2 5 o

En forma de intervalo:

X = (2,5)

En forma de conjunto:

X={XER/ 2<X<5}

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

< : Q
2

— 0

Estudiando el numerador :

Muchos autores y profesores recomiendan “pasar” primero todos los
términos al lado izquierdo del signo de la desigualdad. Como esto trae
algunas dificultades a los alumnos menos aventajados, recomendamos
resolver la inecuacion como una ecuacion y resultard mas comodo :

g=3 ©OX+4=3(X=2) ; X+4=3X-6
X-3X=-6-4 ; -2X=-10 : X=5

Como la desigualdad es del tipo <” el “6” NO formara parte de la
solucion, en la recta real colocamos un circulo *hueco” para indicar que
es el extremo de un intervalo abierto (O).

) o o >
— 0 0 2 5 + o0
La recta real queda dividida en 3 intervalos :

(=<,2) 5 (2,5) 5 (5,+=)
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Para saber cual o cuales de estos intervalos cumplen con la
desigualdad, escojo un valor dentro de cada intervalo, lo sustituyo en la
inecuacion inicial y observo si cumple o no con ella.

Si un punto de un intervalo cumple con la inecuacion, cumpliran todos
los puntos de ese intervalo y viceversa.

Se puede escoger cualquiera de los puntos de cada intervalo.

Estudiando el intervalo (-, 2): escojo el valor “0” (esta ubicado
a la izquierda de “2 *) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X+4 0+4
—<3 ; —<3
X-2 0-2

-2 <3

Como “~ 2” Sl es menor que “3” significa que “0” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
estudiado (-, 2)cumplen.

—<3 25 <3
4

Como “2,5” Sl es menor que “3” significa que “6” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
estudiado (5, + « ) cumplen.

SI

A

sl .~ NO
' 2

[0}
v

La solucion puede ser mostrada de tres formas :

En forma grafica:

7//////////////////////////////////////////////////////////////6 ,E{/////////////////////////////7‘

2 5 +o0

En forma de intervalo:

A
v

Sl : ja)
2

D)

Estudiando el intervalo (2, 5) : escojo el valor “3” (esta ubicado
entre “2”y “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

X+ 4 3+4 7
Zrt o3 Sfle3 <3 - 7<3
X-2 1

Como “7” NO es menor que “3” significa que “3” no cumple con la
inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
intervalo (- 2, 5) cumple.

A
v

X=(=»,2)U(5,+=)
En forma de conjunto:

X={XER / X<2 AX>5}

Todos los “X” menores a “2” y todos los “X” mayores a “5’,

st o NO
2

RN»)

Estudiando el intervalo (5,+ = ) : escojo el valor “6” (esta ubicado a
la derecha de “5”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

EJERCICIO 5 :| Resover  —— > -
—————————— X+1 X-2

Solucion :
Como la inecuacion presenta dos denominadores los estudiamos por
separado.
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Estudiando el denominador del primer miembro :

X+1=20 ; X= -1

Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “~ 1” ya que anularia
al denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” (©) en “~ 1” para indicar que NO
forma parte de la solucion (intervalo abierto)

A

o >
17 0 +

Estudiando el denominador del sequndo miembro :

X-2=0 ; X=2

Esto nos indica que “X” no puede tomar el valor de “2” ya que anularia al
denominador y la division por cero es indeterminada. Luego en la recta
real debo colocar un circulo “hueco” ( ©) en “2” para indicar que NO
forma parte de la solucion (intervalo abierto)

A

o Q
1 2

| -
»
+ o0

0

Estudiando el numerador :

Muchos autores y profesores recomiendan ‘pasar’ primero todos los
términos al lado izquierdo del signo de la desigualdad. Como esto trae
algunas dificultades a los alumnos menos aventajados, recomendamos
resolver la inecuacion como una ecuacion y resultard mas comodo :

2= 2 oX-2) =3X+1) ; 2X—4=3X+3
X+1 X-2
2X—-3X = +3+4 ;o =X=+7 ;o X=-7

Como la desigualdad es del tipo =" el 7" Sl formara parte de la
solucion, en la recta real colocamos un circulo ‘relleno” para indicar que
es el extremo de un intervalo cerrado (@).

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

< ) o— al >
- -7 10 2 + o0
La recta real queda dividida en 4 intervalos :
(=>,-7] ; [-7,-1) ; (-1,2) ; (2,+=)

Para saber cual o cuéles de estos intervalos cumplen con la
desigualdad, escojo un valor dentro de cada intervalo, lo sustituyo en la
inecuacion inicial y observo si cumple o no con ella.

Si un punto de un intervalo cumple con la inecuacion, cumpliran todos
los puntos de ese intervalo y viceversa.

Se puede escoger cualquiera de los puntos de cada intervalo.

Estudiando el intervalo ( — ~ , =7 ] : escojo el valor “8" (esta
ubicado a la izquierda de “-7 ) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

2 3 2 3
= ; >
X+1  X-2 -8+ 1 —8-2

,; -0,29 2-0,3

Como “= 0,29” Sl es mayor que “— 0,3” significa que “8” si cumple
con la inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el
intervalo estudiado (-, — 7] cumplen.

A
v

SI___o o) o)
-7 -1 2

0

Estudiando el intervalo | -7 , — 1) : escojo el valor *“2” (esta
ubicado entre 7"y “-1”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial
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— > = ; > ——
X+1 X-2 -2+1 —-2-2
2 3
—_ = — s -2 2-0,75
-1 -4

Como “— 2” NO es mayor ni igual que = 0,75” significa que “2” no
cumple con la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que
estan en el intervalo [ -7, — 1) cumple.

v

Como “0,5” NO es mayor ni igual que “3” significa que “3” no cumple
con la inecuacion y por lo tanto ninguno de los valores que estan en el
intervalo ( 2, + « ) cumple.

A

-7 -1 2

0

Estudiando el intervalo (-1, 2 ) : escojo el valor “0” (esta ubicado
entre 17y “2”) y lo sustituyo en la inecuacion inicial

2 3 2 3
= ; >
X+ 1 X-2 0+ 1 0-2

2 3

- = — ; 22-15

1 -2
Como “2” Sl es mayor que “— 1,5” significa que “0” si cumple con la
inecuacion y por lo tanto todos los valores que estan en el intervalo
estudiado (-1,2 ) cumplen.

P S| ° NO a Sl A NO R
e -7 40 2 +oo
La solucion puede ser mostrada de tres formas :
En forma gréfica:
7//////////////////////‘ NS -
e 7 R g

En forma de intervalo:

X=(=»,-7] U (-1,2)
En forma de conjunto:

X={X€ER / X=-7 N-1< X<2}

Todos los “X” menores o iguales a “—7” y todos los “X” mayores a “—=1”"y
menores a “2".

. o
0 2

A
v

S/ ‘7 NO

<0

Estudiando el intervalo ( 2,+ = ) : escojo el valor “3” (esta ubicado
a la derecha de “2”) 'y lo sustituyo en la inecuacion inicial

2 3 2 3
= ; >
X+1  X-2 3+ 1 3-2

2 3
- == 0523
4 1

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

|| EJERCICIO 6 : || Resolver 1*—1 > 1

En forma gréfica:

PV

v

P
< -’ ~s

— 0 1 + o0

En forma de intervalo:

X=(0,1)
En forma de conjunto:

X={XER/ 0<X<1}
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 INECUACIONES IRRACIONALES

Para la solucion de este tipo de inecuaciones se recomienda “refrescar”
los conocimiento sobre solucion de ECUACIONES IRRACIONALES
debido a que sus procedimientos son muy similares. En el caso de las
inecuaciones el paso “extra” consistira en el anélisis del signo que se le
debe hacer a la cantidad sub-radical o radicando

Recordando algunos aspectos importantes sobre los SIGNOS DE LAS
RAICES :

1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo
que la cantidad sub-radical o radicando.

Asi,
o V27a3 = 3a porque (3a)® = 27a

o V-27a3 porque (-3a)® = -27a°
e porque  (X2)5 = X10
/=x10

-X2  porque (-X?)5 = X0

1 1
do
X 8

o

o

2 ) Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble
signo.

Asi,
o V25X2 = 5X 6 -5X porque (5X)2=25X? y (-5X)?= 25X?2
Esto se indica de este modo : V25X?% = = 5X

o V16a* = 2a y -2a porque (2a)* = 16a’y (-2a)* =
16a*

Esto se indica : \/16a* = *+ 2a

3 ) Las raices pares de una cantidad negativa no se pueden
extraer. Estas raices se llaman cantidades imaginarias.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Asi,

V—4 no se puede extraer. La raiz de — 4 no es 2 porque “22=4" 'y
no -4, ytampoco es — 2 porque (-2)2 = 4 yno 4.

13

V—4 “esunacantidad imaginaria.

Del propio modo, V=9 , v—a2, ¥Y—16X2 son cantidades
imaginarias.

EJERCICIO 1 :

vX+2 =3

Resolver

Se analiza la cantidad sub-radical o radicando. Como la raiz es par, ésta
cantidad no puede ser negativa, es decir X + 2 tiene que ser mayor o
igual a cero.

X+2z20 ; X2-2

Sefialamos en la recta real los valores que puede tomar la raiz cuadrada
estudiada :

P y/////////////////////////////////////////////////////////////////////////// R
— o0 -2 + o0

Posteriormente analizo la inecuacion de manera similar a una ecuacion
irracional, es decir, se elevan ambos miembros al cuadrado con la

finalidad de cancelar la raiz cuadrada del miembro de la izquierda :

(VX +2)? = (3)? X+2=29 ; X 29-2 X 27
Colocando esta solucion sobre la recta real se observa la
INTERSECCION de las dos soluciones y ésta representara la solucion
fotal :
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EJERCICIO 2 : VX+2 <3

Resolver

<
— 00

W//////////////////////////////4///////////////////////////////////////// >
-2 7

+ 0

Sea muy cuidadoso. La solucion estara indicada por aquellos valores de
X que cumplen con todas las condiciones, es decir, los valores que
estan en las dos areas sombreadas a la vez.

Solucion en forma de intervalo:

X =[7,+w)

Intervalo cerrado en 7 (incluido el 7) hasta infinito positivo (tanto el
infinito positivo como el infinito negativo se indican como intervalo abierto
“paréntesis’).

En forma de conjunto:

X={XER/ X 27}

Acostumbrese a comprobar los resultados para tener la certeza que hizo
bien el ejercicio. En este caso puede escoger un valor al lado izquierdo
de 7 (NO debe cumplir) y otro al lado derecho de 7 (debe cumplir) e
introduzcalo en la inecuacion inicial.

Probando con 2 (lado izquierdo de 7) :

VX+2 >3 ; J2+2 >3 ; V4 >3 ; 223

Como lo anterior es falso significa que los valores que estan a la
izquierdo de 7 NO cumplen con la inecuacion estudiada.

Probando con 14 (lado derecho de 7) :
vX+2 =23 ; V14+2 >3 ; V16 =3 ; 423

Como lo anterior es cierto significa que los valores que estan a la
derecha de 7 SI cumplen con la inecuacion estudiada.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Se analiza la cantidad sub-radical o radicando. Como la raiz es par, ésta
cantidad no puede ser negativa, es decir X + 2 tiene que ser mayor o
igual a cero.

X+2z0 ; X2-2

Sefialamos en la recta real los valores que puede tomar la raiz cuadrada
estudiada :

<

<«
— o0

y/////////////////////////////////////////////////////////////////////////// .
-2

+ 00

Posteriormente analizo la inecuacion de manera similar a una ecuacion
irracional, es decir, se elevan ambos miembros al cuadrado con la
finalidad de cancelar la raiz cuadrada del miembro de la izquierda :

(VX +2)? <(3)? X+2<9 ; X <9-2 ; X s7
Colocando esta solucion sobre la recta real se observa la
INTERSECCION de las dos soluciones y ésta representara la solucion
total :

/////////////////////////////////////////////////////////////////////

P

M//////////////////////////////M///////////////////////////////////////// .
-2 7

+ 00

<
— o0

Sea muy cuidadoso. La solucién estara indicada por aquellos valores de
X que cumplen con todas las condiciones, es decir, los valores que
estan en las dos areas sombreadas a la vez.

Solucién en forma de intervalo:

X =1[-2,7]
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Resolver  V5X—5 — VX >0

| EJERCICIO 3 :

Como este ejercicio presenta dos raices se analizan las dos cantidades
Sub-radicales o radicandos por separado, ambos deben ser mayores o
iguales a cero ya que el indice de la raiz es par.

Estudiando la primera raiz :

5X-520 : 5X =25 XZE X2

A

+ o0

M////////////////////////////////////////////// _
1

Estudiando la sequnda raiz :

Xz20

e
i e

— o0 0 1 + oo

A

Por dltimo analizo la inecuacion de manera similar a una ecuacion
irracional. En este caso se debe colocar una raiz en cada miembro de la
desigualdad y después se elevan ambos miembros al cuadrado con la
finalidad de cancelar las dos raices cuadradas.

V5X =5 —+vX >0 ; VJ/5X-5> VX
(V5X=5)%2> WX)? ; 5X-5>X ;

X >5 x>§ :

X-X>5
X >1,25

Como el signo de la desigualdad es >, el intervalo en 1.25 debe ser
abierto.

Colocando esta solucion sobre la recta real se observa la
INTERSECCION de las tres soluciones y ésta representara la solucion
fotal :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

i
it
. ldddddiiiat

A

— 0 1 125 +00

Sea muy cuidadoso. La solucion estara indicada por aquellos valores de
X que cumplen con todas las condiciones, es decir, los valores que
estan en las tres areas sombreadas a la vez.

Solucion en forma de intervalo: X = (1.25, + =)

EJERCICIO 4 : VBX—-8 >¥Y—X+4

Resolver

Recuerde que las raices impares de una cantidad tienen el mismo
signo que la cantidad sub-radical o radicando.

A diferencia que en los ejercicios anteriores NO debo analizar las
cantidades sub-radicales o radicandos ya que estas pueden tomar
cualquier valor (negativos o positivos)

Analizo la inecuacion de manera Similar a una ecuacion irracional. En
este caso se elevan ambos miembros al cubo con la finalidad de
cancelar las dos raices cubicas.

(V3X—-8)2 = (V—X+4)3 ; 3X-8=2-X+4

X+X 2 4+8 ;| 4X =2 12 XZT ;o X23

M////////////////////////////////////////////// .
3

+ 00

A

Solucién en forma de intervalo: X =[3,+x)
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 INECUACIONES CON VALOR
ABSOLUTO

Propiedades :

Para cualquier numero real “X” y cualquier nimero

b 1

positivo “a”:

1) | X|<a <« -—-a<X<a (también se
cumple para <). Se puede decir que la
desigualdad queda dividida en dos partes : En

la primera se “elimina” el médulo de valor

absoluto y se mantiene lo demas igual
(X < a), y en la segunda se “elimina” el médulo
de valor absoluto, se cambia el sentido de la
desigualdad y el signo del miembro de la
derecha ( X > -a ), la solucion viene dada por la

INTERSECCION de las dos soluciones
parciales.
2) | X|>a & X>a U X<-a (también

se cumple para =). Se puede decir que la
desigualdad queda dividida en dos partes : En

la primera se “elimina” el médulo de valor

absoluto y se mantiene lo demas igual
(X >a), yen lasegunda se “elimina” el médulo
de valor absoluto, se cambia el sentido de la
desigualdad y el signo del miembro de la
derecha ( X < - a ), la solucién viene dada por
la UNION de las dos soluciones parciales.

3) |X|<|a|] & X* < a  (también se
cumple para > = y <). La soluciéon se
encuentra aplicando los métodos de resolucién
de una inecuacién cuadratica o de segundo
grado.

4) | X | <-—-a Representa al conjunto vacio
(también se cumple para <)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

EJERCICIO 1 :

Resolver

|ax-1| <3

Para resolver esta inecuacion con valor absoluto se divide la misma en
dos partes (Propiedad 1) :

La primera parte serd la misma inecuacion sin el mddulo de valor
absoluto (4X-1 < 3) y en la sequnda se cambiara el sentido del signo
de la desigualdad y el signo del sequndo miembro (4X-1 =-3)

La solucién total sera la INTERSECCION de las dos soluciones parciales
(Propiedad 1) :

Resolviendo la primera parte:  4X-1 < 3

4X < 3+1 ; 4X <4 Xs% c X<

7/////////////////////////////////////////////////////////////‘

1 + o0

Resolviendo la sequnda parte:  4X-1 2-3

4X 2-3+1 ;| 4X 2-2 ;

A

+ 00

W/////////////////////////////////////////////////////////////// -
-0,5

Solucién Total

En forma gréfica:

~

&
<
— o0

En forma de intervalo:

|
W//////////////////‘
-0,5

1 + o0

X =[-05, 1]
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En forma de conjunto:

X={XER / -05¢5Xs 1}

¢, Como comprobar estos resultados?

Se escoge un valor cualquiera en cada uno de los intervalos y se
introduce en la inecuacion inicial y se comprueba si cumple o no de
acuerdo a la solucion obtenida.

En este gjercicio la solucion fue :

A

EJERCICIO 2 :| Resolver

|2x+3 | > 5

|
M//////////////////‘ -
-0,5

1 + 0

Escojo el valor X = =1 que esta al lado izquierdo de “-0,5” (NO debe

cumplir con la desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|ax-1]<3 ; |41)-1|<3 ; |-4-1|<3

|— 5 | <3 : 5= 3 (estoesfalso, se demuestra que NO cumple)

Escojo el valor X = 0 que esta entre “-0,5" y “1” (debe cumplir con la
desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|ax-1]<3 ; |40-1]|<3 ; |0o-1]=<3

|—1 | <3 : 1= 3 (estoescierto, se demuestra que SI cumple)

Escojo el valor X = 2 que esta al lado derecho de “1” (NO debe cumplir

con la desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|4x-1|<3 ; |42-1|<3 ; |[8-1|=<3
| 7 | <3 : 7 =3 (estoesfalso, se demuestra que NO cumple)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Para resolver esta inecuacion con valor absoluto se divide la misma en
dos partes (Propiedad 2) :

La primera parte sera la misma inecuacion sin el modulo de valor
absoluto (2X+ 3 > &) y en la sequnda se cambiaréa el sentido del
signo de la desigualdad y el signo del sequndo miembro (2X+ 3<-5).

La solucién total sera la UNION de las dos soluciones parciales, es decir
la solucion de la primera parte mas la solucion de la segunda parte
(Propiedad 2) .

Resolviendo la primera parte:  2X+ 3 > §
2X>5-3 ; 2X>2 ; X>2 ; X>1
< AN s
C 1 +
Resolviendo la sequnda parte:  2X+ 3<-§
X<-5-3 ; X<-8 ; X< ;| X<-4
j/////////////////////////////////////////// AD s
— 4 +

Solucién Total

En forma gréfica:

J/////////////////////////////////////////// é (i({////////////////////////////////////////// .

— o0 -4 1 +o0

En forma de intervalo:

X = (_001_4) U(11+°°)
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En forma de conjunto:

X={XER / X <-4 NX>1}

¢, Como comprobar estos resultados?

Se escoge un valor cualquiera en cada uno de los intervalos y se
introduce en la inecuacion inicial y se comprueba si cumple o no de
acuerdo a la solucion obtenida.

En este gjercicio la solucion fue :

Z/////////////////////////////////////////// é é({////////////////////////////////////////// _

4 1 +

Escojo el valor X ==15 que esta a la izquierda de “-4” (S| debe cumplir
con la desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|2x+3|>5 ; [2(5+3]|>5 ; |-10+3]|>5

|-7|>5 : 7>5 (estoescierto, se demuestra que SI cumple)

Escojo el valor X =0 que esta entre “ 4"y “1” (NO debe cumplir con la
desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|2x+3|>5 ; [20+3]|>5 ; |0+3]|>5

|3 |>5 3> 5 (esto es falso, se demuestra que NO cumple)

Escojo el valor X =2 que esta a la derecha “1” (Sl debe cumplir con la
desigualdad) y lo introduzco en la inecuacion :
|2x+3|>5 ; [202+3]|>5 ; |4+3]|>5

|7 |>5 : 7>5 (estoescierto, se demuestra que Sl cumple)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

EJERCICIO 3 :

Resolver

|2x+3 | < 5

Para resolver esta inecuacion con valor absoluto se divide la misma en
dos partes (Propiedad 1) :

La primera parte sera la misma inecuacion sin el modulo de valor
absoluto (2X+ 3 < &) y en la sequnda se cambiara el sentido del
signo de la desigualdad y el signo del sequndo miembro (2X+ 3>-5).

La solucién total sera la INTERSECCION de las dos soluciones parciales
(Propiedad 1) :

Resolviendo la primera parte: 2X+ 3 < 5

2X<5-3 :  2<2 x<§ coX<1

I e

1 t+

Resolviendo la sequnda parte:  2X+ 3>-=5

2X>-5-3 : 2X>-8 : ><>‘78 :

Avé{//////////////////////////////////////////////////////////////////(

A

— o0 _4 +oo'

Solucién Total
En forma gréfica:

pd

) Hpﬁ///////////////n .
e -4 1 +o0
En forma de intervalo:
X=(-4,1)

En forma de conjunto:

X={XER / -4 <X<1}
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|X-3]|>-1

|| EJERCICIO 4 :| Resolver

Para resolver esta inecuacion con valor absoluto se divide la misma en
dos partes (Propiedad 2) :

La primera parte serd la misma inecuacion sin el médulo de valor
absoluto (X -3 >- 1)y en la segunda se cambiara el sentido del
signo de la desigualdad y el signo del sequndo miembro (X -3 < 1).

La solucién total sera la UNION de las dos soluciones parciales, es decir
la solucion de la primera parte mas la solucion de la segunda parte
(Propiedad 2) ..

Resolviendo la primera parte: X-3 >-1

X>-1+3 ; X > 2

AT

— 0 2 + oo

A

Resolviendo la sequnda parte:  X-3 < 1

X <1+3 ; X <4

Z//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

En base a las aclaraciones anteriores se desprende que la solucion
seran TODOS LOS NUMEROS REALES.

Note que si superponen las dos soluciones parciales quedaran incluidos
todos los valores de la recta real. Inclusive los valores que estan
excluidos en cada una de las soluciones parciales ( © ), estan incluidas
en la otra.

En forma de intervalo:

X = (_oo’+oo)

En forma de conjunto:

X ={R}

Compruebe los resultados atendiendo a lo explicado al final de los
gjercicios 1y 2.

EJERCICIO 5 :| Resolver

|IX-3| < -1

4

+
8V

Solucion Total

El error mas comun que se comete en este tipo de ejercicios es creer
que la solucion estara representada por la interseccion de las dos
soluciones parciales, es decir, el intervalo (2,4).

Para evitar cometer este error se recomienda repasar las propiedades
que se encuentran en la pagina 26 de esta guia, sobre todo lo apuntado
en la PROPIEDAD 2 (la solucion viene dada por la UNION de
las dos soluciones parciales).

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Al recordar la PROPIEDAD 4, inmediatamente se deduce que la solucion
esta representada por un conjunto vacio.

El valor absoluto de cualquier nimero NUNCA podra ser menor
que un numero negativo. Pruebe con cualquier valor que se le
ocurra y comprobara que no se cumple la desigualdad.

EJERCICIO 6 :|Resolver | 2X + 5| > | X + 4|

Para resolver esta inecuacion con valor absoluto debo tener presente la
PROPIEDAD 3..

|X| <|a| <« X < az (también vale para> 2y<). La
solucion se encuentra aplicando los métodos de resolucion de una
inecuacion cuadratica o de segundo grado.
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Luego la inecuacion quedara indicada como  (2X + 5)% 2 (X + 4)2 EJERCICIO 9 7 |resover | 21| < 1
| = X+3 @ =

Resolviendo los productos notables de cada miembro de la inecuacion: y )
Soluciéon en forma de intervalo :

(2X+5)2 = (2X2+2(2X).(5)+ (5)2 = 4X2+ 20X+ 25
X =1-2/3, 4]
(X+4?2 = (X2+2(X.(4)+(4)2 = Xe+8X+16
4X2+20X+25 =2 X2+8X+16

Al pasar todos los términos al lado izquierdo de la inecuacion :

| EVERCICIO 10 :| Resover 13-2x 1 < 1x+4

4X2+ 20X+ 25 - X2-8X-16 2 0

Solucion en forma de intervalo :

3X2+12X+9 2 0

X=(-1/3,7
La solucion de este tipo de inecuaciones esta detalladamente explicada ( )

en estos apuntes en “INECUACIONES DE SEGUNDO GRADQ”.

Solucién: X = (=, =3] U [ -1,+=)

|| EJERCICIO 11 :|Resolver | % > 2

Solucion en forma de intervalo :

|_EJERCICIO 7 :|resover  11-% 1< 1 X =(1,2)U(2,5)

Solucion en forma de intervalo :

X =(0, 6)
LEJERCICIO 12 :| Resoter | 2222
Solucion en forma de intervalo :
| EJERCICIO 8 :|Resover |3 -2X | <0

_ X=(-2,5]U[-1,0) U (0,+x)

Solucién : Conjunto vacio.
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> SISTEMAS DE INECUACIONES
LINECUACIONES SIMULTANEAS)

Resolver un “sistema de inecuaciones” es la operacion que
nos permite determinar, encontrar o conseguir los valores
de la variable que satisfacen simultdneamente las dos o
mas inecuaciones que conforman dicho sistema.

Se debe entonces, resolver cada una de las inecuaciones
por separado y  posteriormente determinar la
INTERSECCION de las soluciones parciales.

Al igual que con las ecuaciones, un sistema de
inecuaciones se indica utilizando el simbolo conocido como
llave.

Asi, para calcular cuéles valores cumplen a la vez con las
desigualdades X > a y X<b serepresenta de la
siguiente manera :

X>a

X<b
EJERCICIO 1 || Resolver X+227
X-3 <6

Solucién :
Se resuelven por separado las dos inecuaciones.

Resolviendo la primera inecuacion :

X+227 ; Xz27-2 ; X25
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

La forma mas facil de visualizar las soluciones es la gréfica :

<
<
— o0

W////////////////////////////////////////////// _
5

+ 00

Resolviendo la sequnda inecuacion :

X-3<6 ; X<6+3 ; X<9

Se indica la solucion sobre la misma grafica de la solucion anterior.

T,

<
<
— o0

M/////////////é4(////////////////////////////// .
5

9 +o00
Sea muy cuidadoso. La solucion total vendra dada por la
INTERSECCION de las dos soluciones parciales; es decir, los valores
que estén contenidos en las dos areas sombreadas a la vez.

Solucién en forma de intervalo:

X =[5,9)

EJERCICIO 2 : || Resolver X+227

X-3>6

Solucién :
Se resuelven por separado las dos inecuaciones.

Resolviendo la primera inecuacion :

X+2 27 X=27-2 ;X225
La forma mas facil de visualizar las soluciones es la grafica :
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I e

v

P
<
— o0

W////////////////////////////////////////////// -
5

+ 0

Resolviendo la sequnda inecuacion :

X-3>6 ; X>6+3 ; X>9

Se indica la solucién sobre la misma grafica de la solucion anterior.

Vit >

— 00 5 + oo

Resolviendo la sequnda inecuacion :

X-3>6 ; X>6+3 ; X>9

Se indica la solucion sobre la misma grafica de la solucion anterior.

M/////////////éW///////////////////////////// -
5 9 +

<&
<
— o0

Sea muy cuidadoso. La solucion total vendra dada por Ia
INTERSECCION de las dos soluciones parciales; es decir, los valores
que estén contenidos en las dos areas sombreadas a la vez.

Soluciéon en forma de intervalo:

X =(9,+=)

Resolver X+2 <7

| EJERCICIO 3 :

X-3>6
Solucién :
Se resuelven por separado las dos inecuaciones.

Resolviendo la primera inecuacion :

X+2<7 X <7-2 ; X<5
La forma mas facil de visualizar las soluciones es la grafica :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

I e A

5 g + o0

Sea muy cuidadoso. La solucion fotal vendra dada por Ia
INTERSECCION de las dos soluciones parciales; es decir, los valores
que estén contenidos en las dos areas sombreadas a la vez.

En este caso no existe interseccion de los dos conjuntos de las
soluciones parciales. Luego, no existen valores de X que satisfagan
simultaneamente a las dos inecuaciones. La solucion es un conjunto

vacio.
X=0
EJERCICIO 4 || Resolver 3X—4 < X+2
—-10X+2 < 3X+28
Solucioén :

Se resuelven por separado las dos inecuaciones.

Resolviendo la primera inecuacion :

3X=-4 < X+2
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Ordenar de manera tal que las variables queden ubicadas en el primer
miembro (lado izquierdo de la desigualdad) y los nimeros en el sequndo
miembro (lado derecho de la desigualdad).

Al “pasar” un término de un miembro al otro se debe cambiar el signo
de dicho término.

X-X<2+4 ; 2X< 6
El “2” que estd multiplicando a la “X” en el miembro izquierdo de la

inecuacion pasara al miembro derecho dividiendo al “6” (Esto solo se
puede hacer si el coeficiente que acomparia a la variable es positivo).

Si la variable hubiese estado acompafiada por un numero negativo,
primero se multiplica toda la inecuacion por “menos uno” y después se
hace el despeje.

X<6 ; X<2 ; X<3
Lo que significa que “X” puede tomar valores menores a 3 (no incluye al

3).

47/////////////////////////////////////////////////////////////////AJ

— 0 3 + o

v

Resolviendo la sequnda inecuacion :
—-10X+2 < 3X+28

Ordenando las variables al lado izquierdo y los numeros al lado
derecho:

-10X-3X <28-2 ; -13X <26
Como la variable *X” esta acompafiada por un coeficiente con signo
negativo (- 13) se debe multiplicar toda la inecuacion por “menos uno”,

teniendo en cuenta que se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

(-13X < 26)(=1) ; 13X > -26

-26
X >— ;
13

X >-2

Lo que significa que ‘X" puede tomar valores mayores a “ — 2” (no
incluye al = 2’).

. A~

— o0 2 +oo'

Superponiendo las dos soluciones gréficas :

_ Y -
Z//////////////////////////////////é4{////////////////////////////é
— 0 22 3 + o0

[

Sea muy cuidadoso. La solucion fotal vendra dada por Ia
INTERSECCION de las dos soluciones parciales; es decir, los valores
que estén contenidos en las dos areas sombreadas a la vez.

Solucién en forma de intervalo:

X =(-2,3)
|| EJERCICIO 5 : || Resolver 2X+1 < 4X-3
4X -3 < X+7
Solucion :
Se resuelven por separado las dos inecuaciones.
Resolviendo 2X+ 1 < 4X-3
2X-4X < -3-1 ; =-2X<-4
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N
+
~ |5

Al multiplicar por menos uno : || EJERCICIO 6 : || resover
X224 ; Xz

°|
> |

u
b

—324(X-2)

u-l |

P
<«

— 0

V/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////( Solucis
o Yo olucién :

Resolviendo 4X—3 < X+ 7 Se resuelven por separado las dos inecuaciones.

Resolviendo la primera inecuacion :

10
K-X<T7+3 ; 3X<10 ; X <= X-2_ 3 _ _ X
6 2 4
I s . . Cuando alguno, varios o todos los términos de la inecuacion presenten
- 10 +e . fracciones, se recomienda “eliminar’ los denominadores para que la
3 inecuacion quede expresada en forma lineal.
Al sobreponer ambas graficas se observa facilmente la interseccion: La operacion para “eliminar’ los denominadores se realiza en forma
similar que con las ecuaciones.
: Primero se calcula el minimo comun multiplo de los denominadores:
) y/////////////////////////,\ R (mcemde6,2y4 =12)
«— : i =
3 - Luego se multiplica TODA la inecuacion por el m.c.m (se debe multiplicar
. cada término por el m.c.m):
La solucion: 2 S X s 2 | 12(X-2) . 12(3X) 12X
3 : + < — —
6 2 4
En forma de intervalo: .
10 '
X=1]2, = | 12X-24 = 36X 12X
[ 3 ) ! + < - —
6 2 4
En forma de conjunto: _ o _
10 - Posteriormente se divide cada numerador entre su respectivo
X={XER/ 2= X< ?} - denominador.

2X-4+18X < -3X

La inecuacion ha quedado expresada en forma lineal y su solucion
puede ser enfocada de la misma forma como los ejercicios anteriores:
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X<i

2X+18X+3X <4
23

23X <4

e oun 4 .
Lo que significa que “X” puede tomar valores menores a 73 (no incluye

4
alzg)

v

I,
o 4

23

Resolviendo la sequnda inecuacion :

?—3 > 4(X-2)

Primero se realiza la multiplicacion indicada en el miembro derecho de la
inecuacion :

Cuando alguno, varios o todos los términos de la inecuacion presenten
fracciones, se recomienda “eliminar” los denominadores para que la
inecuacion quede expresada en forma lineal.

La operacién para “eliminar’ los denominadores se realiza en forma
Similar que con las ecuaciones.

Primero se calcula el minimo comdn mdltiplo de los denominadores:
(cuando exista un solo denominador se tomara como m.c.m. En este
caso m.c.m = 5)

Luego se multiplica TODA la inecuacion por el m.c.m (se debe multiplicar
cada término por el m.c.m):

5(2—X)
5

— (5)(3) = 5(4X-8)

10-5X
5

— 15 2 20X-40
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Posteriormente se divide cada numerador entre su respectivo
denominador.
2-X-15 2 20X-40

La inecuacion ha quedado expresada en forma lineal y su solucion
puede ser enfocada de la misma forma como los ejercicios anteriores:

-X-202-40-2+15 ,; -21X=2-27

Como la variable "X” esta acompafiada por un coeficiente con Signo
negativo (- 21) se debe multiplicar toda la inecuacion por “menos uno”,
teniendo en cuenta que Se deben cambiar los signos de todos los
términos y también se debe cambiar el sentido de la desigualdad.

21X = -27)(-1) ; 21X <27 ; X S=

, 27 9 9
Como al reducir por tres — - ; X s—
21 7 7

H H - w\ H 9
Lo que significa que “X” puede tomar valores menores o iguales a >

7//////////////////////////////////////////////////////////////////////A
_ o 9

7

Al sobreponer ambas graficas se observa facilmente la interseccion:

i)
7////////////////////////////////////////////////////////////45

— 0 4 9 + o0

23 7

Sea muy cuidadoso. La solucion total vendra dada por la
INTERSECCION de las dos soluciones parciales; es decir, los valores
que estén contenidos en las dos areas sombreadas a la vez.

Solucién en forma de intervalo:

X = (=)
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< DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

Funcién: Una funcion entre dos conjuntos numéricos es una
correspondencia tal que a cada numero del conjunto de partida le
corresponde una sola imagen del conjunto de llegada.

Asi, en la figura siguiente podemos observar gréficamente el
comportamiento de la funcién raiz cuadrada de un nimero.

Del lado izquierdo observamos el conjunto de partida (representado por
los valores que le asignemos a la variable independiente “X’), del lado
derecho observamos el conjunto de llegada (representado por los
valores que toma la variable dependiente “Y” una vez que se extrae la
raiz cuadrada del valor que se le asign6 a “X”) y sobre la flecha esta
indicada la relacion matematica (funcion) que transforma los valores del
conjunto de partida en los valores del conjunto de llegada (imagen).

Rx)=\x

Dominio_de una funcién : Es el conjunto formado por los
elementos que tienen imagen. Los valores que le damos a “X” ( variable
independiente) forman el conjunto de partida. Graficamente lo miramos
en el eje horizontal ( abscisas), leyendo como escribimos de izquierda
a derecha.

El dominio de una funcién esta formado por aquellos valores de “X”
(numeros reales) para los que se puede calcular la imagen f(x).
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En la gréfica anterior notamos que si le asignamos los valores “-2” y “-1”
a la “X” estos no tienen imagen, por lo tanto no pertenecen al dominio de
la funcion estudiada. Esto es ldgico ya que los nimeros negativos no
tienen raices reales sino raices imaginarias.

Rango de una funcién: Es el conjunto formado por las imagenes.
Son los valores que toma la funcion "Y" (variable dependiente), por eso
se denomina “f(x)”, su valor depende del valor que le demos a "X".
Gréficamente lo miramos en el eje vertical (ordenadas), leyendo de
abajo a arriba.

El Rango de una funcion es el conjunto formado por las imagenes
f(x) de los valores de “X” que pertenecen al Dominio de dicha
funcién.

La manera mas efectiva para determinar el Rango
consiste en graficar la funcion y ver los valores que
toma “Y” de abajo hacia arriba.

CALCULO DEL DOMINIO Y RANGO DE FUNCIONES

Vamos a calcular de forma numérica y gréfica el dominio y rango de
varias funciones para fijar los conceptos anteriores.

| Funciones poLINOmicAs: |

Aquellas funciones cuya expresion algebraica es un polinomio, es decir,
las funciones polindémicas, tienen como dominio todo el conjunto de los
numeros reales: R, puesto que a partir de una expresion polinomica, se
puede sustituir el valor de “X” por cualquier nimero real que hayamos
elegido y se puede calcular sin ningun problema el nimero real imagen
¥,

Son funciones polinémicas : La recta (funcion lineal o afin), la parabola
(funcion de segundo grado) y los polinomios de grado superior.

|Dom fix)=E también sepuede expresar = Dom f{x)={-co, m}‘
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EJERCICIO 1 : Determinar Dominio y Rango de
fx) =x+ 3

Como es una funcion lineal el dominio sera todo el conjunto de los
numeros reales.

pomfix) = R

15 A

10

A
\ 4

5
e
(1]}
-5

-10 Y

<

El Rango sera todo el conjunto de los nimeros reales. Seguimos el eje
“Y” de abajo hacia arriba y podemos leer valores siempre.

Rango= (-, + )

EJERCICIO 2 : Determinar Dominio y Rango de
f(x)=x2-2x -3

Como es una funcion polinémica de segundo grado el dominio sera todo
el conjunto de los numeros reales.

Dom f(x) =R
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

A
]
>

-4 Vértice (1,-4)

! ”__;.,___‘__,::-

El eje “Y” empieza a tomar valores (de abajo hacia arriba) a partir de -4.
Rango= [-4, + =)

EJERCICIO 3 : Determinar Dominio ¥y Rango de

f(x)==X?+5X -4
Dom f(x) =R

10

b A
I¥)
J R @
\
~
>
o
(™
v

A

El eje “Y” empieza a tomar valores (de abajo hacia arriba) desde menos
infinito y llega hasta el vértice de la parabola (hasta Y = 2,25).
Rango = (-, 2.25]
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EJERCICIO 4 : Determinar Dominio y Rango de
f(x) = X3-6X%+8X

Como es una funcioén polindémica de tercer grado el dominio sera todo el
conjunto de los nimeros reales.

pomfix) = R
50 A
40
20
-4 2 M 6 8

-20

-40

El Rango sera todo el conjunto de los nimeros reales. Sequimos el eje
“Y” de abajo hacia arriba y podemos leer valores siempre.

Rango= (-, + =)
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|| FUNCIONES RACIONALES :

Para calcular el dominio de este tipo de funciones el primer paso es
igualar el denominador a cero y resolver esa ecuacion, una vez resuelta
esa ecuacion el dominio estara formado por todos los reales excepto las
soluciones de la ecuacion.

Dom f(z)=R -[Ios valores de % queme anulan el denominador ( silos hay)}

EJERCICIO 5 : Determinar Dominio ¥ Rango de
(x) = X*2
Fx) = X-3
Igualando el denominador a cero :
X-3=0 ; X=3

El dominio estara formado por todos los reales excepto el nimero 3.

pomfx) =R-{3} ; (-~,3 U3, +=)

A
20

15

10

-15

v

Esta gréfica presenta una asintota horizontal en “Y = 17, Luego la funcion
estara definida en todos los valores de Y menos en “Y = 1.

Rango = R-{1}  ; (-=,1)U(1,+x)
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EJERCICIO 6 : Determinar Dominio y Rango de
fx) =

X-1
2X+3
Igualando el denominador a cero :

2X+3=0 : 2X=-3 : v=2=2=_-15

2

El dominio estara formado por todos los reales excepto el nimero -1,5.

pomfx) =R-{-1.5} ; (-=,-15U(-15, +=)

EJERCICIO 7 : Determinar Dominio y Rango de

A

Esta gréfica presenta una asintota horizontal en Y = 1; . Luego la

., , . . 1
funcion estara definida en todos los valores de Y menosen Y= 3

(e, ) U(F,+=)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Rango = R-{%}

Ny

0 X2-1
X)) = ——
/ X -1
Igualando el denominador a cero :

X-1=0 ; X=1

El dominio estara formado por todos los reales excepto el numero 1.

pomfx) =R-¢1} ; (=, 90U, +=)

v

Esta grafica presenta un “hueco” en “Y = 2”, Luego la funcion estara
definida en todos los valores de Y menos en “Y = 2.
Rango = R-{2} ; (-~,2)U(2,+x)
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EJERCICIO 8 : Determinar Dominio y Rango de
fx) =

4X%2+ 4
2X2-8

Igualando el denominador a cero :
Las raices del polinomio 2X2-8 son: X=2 y X=-2

Estas raices las puede obtener aplicando la formula general de segundo
grado o el método de factorizacion que te sea mas comodo.

El dominio estara formado por todos los reales excepto los numeros “2”
y “ _2”

pomfx) =R- 2,2} ;

l

(2,2 U(-22) U (2, +=)

I

10

X | 6 -5 4 | -3 -1 0 1 3| 4 5 6

Y | 231|247 283 | 4 |-133|-05| 133 | 4 | 283 | 247 | 2,31

= -}
\ 4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+
|
|
|
|
|
|
|

Bt o e B Tt
s
h

?

-10
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La grafica presenta una asintota horizontal en “Y = 2”, pero ademas
podemos notar que la curva que esta debajo del eje “X” corta al eje “Y”
en el punto (0,-0.5). Luego el Rango sera :

Rango = (-« ,-0.5] U (2, + =)

Verifique que los valores de “Y” entre “Y = -0.5” y “Y = 2” no estan
sefialados en la grafica, por lo tanto no pertenecen al Rango.

EJERCICIO 9 : Determinar Dominio ¥ Rango de
fx) =

Al igualar el denominador a cero puedo notar que el polinomio  2X?+ 8
no tiene raices reales, luego no existen valores que anulen al
denominador y el Dominio estara representado por todos los nimeros
reales.

4X%2+ 4
2X2+8

Dom f(x) =R

A
=
A 4

-10 -5 5 10
v

La gréfica presenta una asintota horizontal en “Y = 2”, pero ademas
podemos notar que la curva corta al eje “Y” en el punto (0,0.5). Luego el
Rango sera :

Rango = [0.5,2)
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EJERCICIO 10 : Determinar Dominio ¥ Rango de

X3 + 3X%2 42X
X2+ 3x+2

fx) =

Igualando el denominador a cero :
Las raices del polinomio X*+ 3x+2 son: X=-2 y X=-1

Estas raices las puede obtener aplicando la formula general de segundo
grado o el método de factorizacion que te sea mas coémodo.

El dominio estara formado por todos los reales excepto los nimeros “-2”
y “ _1 ”

pomfx) =R--2,-1} ; (=, U(2-19) U (1, +=)

\4

A
L: ]

Rango = (-~ ,-2) U (-2-1) U (-1, + =)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

|| FUNCIONES IRRACIONALES :

Funciones irracionales son las que vienen expresadas a través de un
radical que lleve en su radicando la variable independiente.

Si el radical tiene indice impar, entonces el dominio sera todo el
conjunto R de los numeros reales porque al elegir cualquier valor de X
siempre vamos a poder calcular la raiz de indice impar de la expresion
que haya en el radicando.

Pero si el radical tiene indice par, para los valores de X que hagan el
radicando negativo no existira la raiz y por tanto no tendran imagen.
Cuando queremos hallar el dominio de este tipo de funciones lo primero
que debemos hacer es tomar lo que hay dentro de la raiz y hacer que
sea mayor o igual que cero. A continuaciéon se resuelve esa
inecuacion y la solucién de dicha inecuacion conforma el dominio
de la funcién.

EJERCICIO 11 : Determinar Dominio ¥y Rango de
f)= Y=2X+14

Raiz de indice impar :
Dom f(x) =R

A
2,5

1,5
1

05

o

A

-0,5

-1

15

-2

-2,5

v

Rango = R
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EJERCICIO 12 : Determinar Dominio ¥ Rango de
f) = vX+ 3

Cuando queremos hallar el dominio de este tipo de funciones lo primero
que debemos hacer es tomar lo que hay dentro de la raiz y hacer que
sea mayor o igual que cero. A continuacion se resuelve esa inecuacion y
la solucion de dicha inecuacion conforma el dominio de la funcion.

X+320 ; X2-3

Domf(x) =[-3,+x)

|

EJERCICIO 13 : Determinar Dominio y Rango de

A
[« 2]
v

Rango = [0, + )
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f) = v=2X+ 4

Cuando queremos hallar el dominio de este tipo de funciones lo primero
que debemos hacer es tomar lo que hay dentro de la raiz y hacer que
sea mayor o igual que cero. A continuacion se resuelve esa inecuacion y
la solucién de dicha inecuacion conforma el dominio de la funcion.

-2X+420 ; -2X=-4 pormenosuno ; 2X<4 ; Xs2
Domf(x) = (-, 2]

wu

v

A
L5 1

Rango = [0, + =)
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EJERCICIO 14 : Dominio ¥y Rango

f) = VX

X20 Domfix) = [0, + =)
3 A
X |Y ’s
0 0
2
1 1
2 141 L5
3 1,73 .
4 2
0,5
5 1224
-2 -1 1 4 5
-0,5
v

Rango = [0, + =)

EJERCICIO 15 : Dominio ¥y Rango

-X20 ; X=0

f) = v=X

= (_00,0]

1,41

A

y

Rango = [0, + =)

\4

1,73

2,24
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|| FUNCIONES EXPONENCIALES :

Son aquellas funciones del tipo f(x) = aX donde @” debe ser un

numero mayor que cero y distintode 1...(a>0 ; a# 1)

Todas las funciones exponenciales tienen como Dominio todos los

numeros reales.  Dom f(x) =R

Todas las funciones exponenciales tienen como Rango todos los
numeros reales positivos sin incluir el cero. Rango = (0, + )

Tomando en cuenta lo indicado anteriormente no es necesario realizar
ningun analisis para determinar el Dominio y Rango de una funcion
exponencial.

Al detectar que es una funcion exponencial, podemos afirmar
inmediatamente que :

Domf(x) =R
Rango = (0, + «)

Vamos a graficar dos funciones exponenciales para sustentar lo
apuntado anteriormente:

fix) = 5%
308

15

10

A
v

Wy

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 181 -



fi) = (0,5)%+3

SA

A
v

|| FUNCIONES LOGARITMICAS :

Los logaritmos de numeros negativos y el de 0 no existen. Luego, todas
las expresiones a las que se le pretenda calcular su logaritmo deben ser
mayores a cero.

El procedimiento para calcular su dominio es bastante similar al de las
funciones irracionales. Tomamos lo que hay dentro del logaritmo y
hacemos que sea mayor que cero. A continuacion resolvemos la
inecuacion y la solucion nos da el dominio.

El Rango estara representado por el conjunto de todos los numeros
reales.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

EJERCICIO 16 : Determinar Dominio y Rango de

f(x) = log (X+2)

Tomamos lo que hay dentro del logaritmo y hacemos qQue sea mayor que
cero. A continuacion resolvemos la inecuacion y la solucion nos da el

dominio.

12

X+2>0 ; X>-2

Domfix) = (-2, + =)

A

0.2

04

0.6

Rango = R
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EJERCICIO 17 : Determinar Dominio ¥ Rango de

fx) = log (X% — 4)

Tomamos lo que hay dentro del logaritmo y hacemos que sea mayor que
cero. A continuacion resolvemos la inecuacion y la soluciéon nos da el
dominio.

X*—4>0 ; X*>4

Al recordar lo aprendido en INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO O
CUADRATICAS, los valores que cumplen con ella seran ;

X=(-»,-2) U (2, +=)
Luego el dominio también sera :

Domf(x) = (-=,-2) U (2, + =)

2,5

1,5

0,5

A
g
v

-10 -5
-0,5

-1,5

v

Rango = R
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD 11)

FUNCIONES COMBINADAS
(RACIONALES - IRRACIONALES) :

EJERCICIO 18 : Determinar Dominio y Rango de

vX+5
X+3

fx) =

Se nos presenta una funcion racional que en el numerador posee una
funcién irracional.

Para determinar el Dominio debemos analizar por separado el
numerador y el denominador.

Analizando el numerador :

Como el numerador es una raiz de indice par, la cantidad sub-radical o
radicando tiene que ser mayor o igual a cero
X+520 X2-5

Analizando el denominador :

Como la divisién por cero no existe, el denominador nunca puede ser
igual a cero. Luego :

X+3+0 ;, X =#-3
Estos valores lo traslado a la recta real para visualizar mejor los valores

que se le pueden asignar a la variable “X” y los mismos conformaran el
Dominio de la funcién estudiada,

V//////////////M///////////////////////////////////////////////////////// .
-5

-3 + oor

Dom fx) = [-5-3) U (-3, + )

Graficamos ahora la funcion para visualizar su Rango :
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EJERCICIO 19 : Determinar Dominio y Rango de

vVX+2
X+4

fix) =

Se nos presenta una funcion racional que en el numerador posee una
funcién irracional.

Para determinar el Dominio debemos analizar por Separado el
numerador y el denominador.

Analizando el numerador :

Como el numerador es una raiz de indice par, la cantidad sub-radical o
radicando tiene que ser mayor o igual a cero

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

& O

X+2z20 ; X2-2

Analizando el denominador :

Como la division por cero no existe, el denominador nunca puede ser
igual a cero. Luego :

X+4+0 ; X+-4
Estos valores lo traslado a la recta real para visualizar mejor los valores

que se le pueden asignar a la variable “X” y los mismos conformaran el
Dominio de la funcion estudiada,

y/////////////////////////////////////////////////////////////////////////// -
-2

— o0 _‘4' +oo'

Domfix) = [-2, + =)

Graficamos ahora la funcion para visualizar su Rango :

A
0,6

04

A
o
b

v

P

4

Rango = [0, 0.3535]

El valor mas alto de “Y” se alcanza cuando la gréfica corta al eje vertical,
para calcularlo, sustituyo “X = 0" en la funcion :

VO0+2

0+4

y = = 0,3535
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EJERCICIO 20 : Determinar Dominio ¥ Rango de

vX+6
VvX-5

Se nos presenta una funcion racional que posee una funcion irracional
en el numerador y otra en el denominador.

fix) =

Para determinar el Dominio debemos analizar por separado el
numerador y el denominador.

Analizando el numerador :

Como el numerador es una raiz de indice par la cantidad sub-radical o
radicando tiene que ser mayor o igual a cero

X+620 ; X2-6

Analizando el denominador :

Como el denominador es una raiz de indice par debo hacer dos
consideraciones :

Primero: La cantidad sub-radical o radicando tiene que ser mayor o igual
a cero
X—-5620 ; X265

Sequndo: Como la divisién por cero no existe, el denominador nunca
puede ser igual a cero. Luego :

vVX—-5+#0

Al elevar ambos miembros al cuadrado; X —5 # 0 X #5
Estos valores lo traslado a la recta real para visualizar mejor los valores
que se le pueden asignar a la variable “X” y los mismos conformaran el
Dominio de la funcién estudiada,

Colocando esta solucion sobre la recta real se observa la
INTERSECCION de las dos soluciones y ésta representara la solucion
fotal :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Vit

P
<
— o0

M///////////////////////////////{({///////////////////////////////////////// .
-6 5

+ o0

Sea muy cuidadoso. La solucion estara indicada por aquellos valores de
X que cumplen con todas las condiciones, es decir, los valores que
estan en las dos areas sombreadas a la vez.

Domf(x) = (5, + =)
Graficamos ahora la funcion para visualizar su Rango :

35
25

15

v

Rango = (1, +«)

Para verificar el rango de la funcion consulte en estos mismos apuntes lo
relacionado a ASINTOTAS HORIZONTALES (COMO GRAFICAR UNA
FUNCION RACIONAL).
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* COMO GRAFICAR UNA FUNCION

DE SEGUNDO GRADO

Lo primero que debemos hacer para empezar a graficar
una funciéon de segundo grado es ordenarla en forma
descendente de manera que quede expresada como :

f(x) = ax®>+bX +c

EJERCICIO 1 :

Graficar  f(x)=X*-2X -3

Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los

Siguientes pasos :

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcién.
a=1 ; ==2 =-3

Cuando a >0 la parabola es concava hacia arriba ;

Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = e

X= __b : = —-(=2) : X= E ; X= 1
2a 2(1) 2

Esto significa que por X = 1 pasara una recta perpendicular al eje X que
representa al eje de simetria de la parabola.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

f(x) = X2-2X -3 para

Se introduce este valor en la funcion
determinar el vértice de la parabola.
f(1)=(1)?-2(1) -3

=1-2-3=-4 ; f1)=-4

Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (1,-4)

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b2 - 4ac ).

Recuerde que la intercepcion o corte con el eje X lo indican las raices de
la funcién.

e Si  b?2-4ac >0 Iafuncion tiene 2 raices diferentes
(corta al eje X en dos puntos).

e Si b2-4ac=0 Iafuncion tiene 2 raices iguales (tiene
su vértice en un punto contenido en el eje X).

e Si b2-4ac<0 Iafuncién no tiene raices reales (NO
corta al eje X).
b?2-4ac = (-2)2-4(1)(-3) = 4+12 = 16

Como b?-4ac > 0 Ila funcion tiene 2 raices diferentes (corta al eje X
en dos puntos).

Cuarto paso : Se calculan las raices de la funcién con el uso de la
formula general de segundo grado o resolvente:

B —b + Vb? — 4ac
B 2a

X

Este calculo se nos facilita por el hecho de que la cantidad sub-radical o
radicando es la misma conocida como discriminante y ya fue calculada.
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_ —(=2)y/(-2)?2-4(1)(-3) _ 24416 2+4 En este caso en particular si unimos los tres puntos se deduce
o 2(1) N 2 2 | facilmente que la parabola quedara graficada asi :
| A

X

2
X1=:L = g ; X1 =3

2 simetria

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto .(3,0)

X
|
1"

X}
]
|

-

A

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto. (-1,0)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

& - - =Vértice (1,-4)
N

EJERCICIO 2:| cuear =X+ 4

) (Lo) (3,0 X .
4 3 2 4 2 3 4 | Solucién :
Para graficar una funciéon de segundo grado se pueden seguir los
2 siguientes pasos :
Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcion.
-4 (1,-4)

a=1 ; b=0 ; c=4

G

Cuando a >0 laparabola es concava hacia arriba ;

El hecho de calcular el eje de simetria y el vertice de la pardbola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite U

visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su

concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) segun sea el caso. i , o . -b
ysup jo ( ) seg | Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = a
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]
o

x=22 . x=© . x=0 . x
2a 2(1) 2

Esto significa que por X =0 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola (en este caso el eje de
Simetria sera el eje “Y” del sistema de coordenadas).

Se introduce este valor en la funcion f(x) = X2+ 4 para determinar el
vértice de la parabola.

f0)=(0)2+4 = 0+4 =4 ; f0)=4
Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (0, 4)

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

Recuerde que la intercepcion o corte con el eje X lo indican las raices de
la funcién.
e Si b?-4ac> 0 Iafuncion tiene 2 raices diferentes
(corta al eje X en dos puntos).

e Si b2-4ac=0 Iafuncion tiene 2 raices iguales (tiene
su vértice en un punto contenido en el eje X).

e Si b2-4ac <0 Iafuncién no tiene raices reales (NO
corta al eje X).

b2-dac = (02-4(1)4) = 0-16 = —16

Como b?-4ac<0 Ilafuncion no tiene raices reales ( NO corta al eje
X).

Cuarto paso : Como no se pueden calcular las dos raices de la funcién
se procede a calcular dos puntos de la parabola, uno ubicado al lado
izquierdo del eje de simetria y el otro al lado derecho, esto nos facilitara
visualizar facilmente la configuracion de la parabola.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Como el eje de simetriaes X =0 puedo calcular los puntos cuando
X= -1 ycuando X-= 1, para lo cual sustituyo estos valores en la

funcion f(x) = X2+ 4
Para X= -1 ; f(-1)=(-12+4 = 1+4 =5

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (-1,5)
Para X=1 ; f(1)=(1)2+4 = 1+4 =5
Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (1,5)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

10

(-15)@ @ (15)
“®0,4)

v

A
q

El hecho de calcular el eje de simetria y el vértice de la parabola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto 0 mas bajo (vértice) segtin sea el caso.
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A
12 |4

_Ejede
simetria

<-_ < ---Vértice (0,4)

T =N

A
q
v

EJERCICIO 3 :| Graficar f(x)==X?>+5X -4

Solucioén :

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcién.

a=-1 ,; b=5,; c=-4

Cuando a <0 Ilaparabola es concava hacia abajo ;

[

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

. L . -b
Segqundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = a

x=22 - x=Z® . x=% . x=25

2a T 2(-1) -2

Esto significa que por X = 2,5 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcion f(x) = - X2+ 5X -4 para
determinar el vértice de la parabola.

f(2,5)=—(2,5)2+5(25)-4 = -625+125-4 = 225
f(2,5)= 2,25
Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (2.5, 2.25)

Tercer paso : Se determina si la funcion intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

b2—dac = (5)2-4(-1)(-4) = 25-16 = 9

Como b?-4ac >0 Ila funcion tiene 2 raices diferentes (corta al eje X
en dos puntos).

Cuarto paso : Se calculan las raices de la funcién con el uso de la
féormula general de segundo grado o resolvente:

—b + Vb? — 4ac
X =
2a

Este calculo se nos facilita por el hecho de que la cantidad sub-radical o
radicando es la misma conocida como discriminante y ya fue calculada.

_ -5%xv9 _  -5%3
2(-1) -2
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-5+3 _ -2

X1 =
-2 -2

; X1 =1

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto .(1,0)

-5-3_ -8

X = > - ; X2 =4
Esto nos indica que la parabola pasa por el punto. (4,0)

Quinto_paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

El hecho de calcular el eje de simetria y el vértice de la parabola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) seguin sea el caso.

<77 TF- - -Vértice (2.5,2.25)

A
[ ¢]
v

o _Ejede
L£” simetria

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Graficar ~ f(x) = X*-8X + 16

[EJERCICIO 4

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcion.
a=1 ; b=-8 ,; c=16

Cuando a >0 laparabola es concava hacia arriba ;

\/

-b
Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = Za

- -(-8) . X= §
’ 2

2a 2(1) ; X=4

Esto significa que por X = 4 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcion  f(x) = X2 - 8X + 16 para
determinar el vértice de la parabola.

f(4)=(4)2-8(4) +16 = 16-32+16 =0 ; f(4)=0

Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (4,0)

Tercer paso : Se determina si la funcién intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

b2—dac = (8)2-4(1)(16) = 64 -64 = 0

Como b2-4ac =0 Ia funcion tiene 2 raices iguales (tiene su vértice
en un punto contenido en el eje X).
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Otra particularidad que presenta el hecho de que el determinante sea
igual a cero es que al calcular el punto donde la parabola corta al eje X
es el mismo vértice.

Esta consideracion anterior nos obliga a aplicar el cuarto paso como si
no existieran raices reales.

Cuarto paso : Se procede a calcular dos puntos de la parabola, uno
ubicado al lado izquierdo del eje de simetria y el otro al lado derecho,
esto nos facilitaré visualizar facilmente la configuracion de la parabola.

Como el eje de simetriaes X =4 puedo calcular los puntos cuando
X= 3 ycuando X =5, para lo cual sustituyo estos valores en la

funcion f(x) = X2-8X + 16

Para X=3 ; f(3)=(3)2-8(3) +16 = 9-24 +16 =1

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (3,1)

Para X=5 ;  f(5)=(52-8(5) +16 = 2540 + 16 = 1

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto (5,1)

Quinto _paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

El hecho de calcular el eje de simetria y el vértice de la parabola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) segun sea el caso.

En este caso en particular si unimos los fres puntos se deduce
facilmente que la parabola quedara graficada asi :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

A
|
|
|
L Ejede
ié"' Simetria
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| X

3 >
3 :
’ ¥ ’: |

Y Vértice (4,0)° !
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fx)= X2 + 4x

| EJERCICIO 5 : | craficar

Primer paso : Se identifican los valores de a, b y ¢ de la funcion.
a=1 ; b=4 ; c¢=0

Cuando a >0 laparabola es concava hacia arriba ;

-b
Segundo paso : Se calcula el eje de simetria con la formula : X = a

X=__b ; X:ﬁ ; X:__4
2a 2(1) 2

Esto significa que por X = - 2 pasara una recta perpendicular al eje X
que representa al eje de simetria de la parabola.

Se introduce este valor en la funcién f(X) = X2 + 4X para determinar el

vértice de la parabola.
f-2)=(-2)2+ 4(-2) = 4-8 = -4 ; f(-2)=-4

Esto nos indica que el vértice de la parabola es el punto. (-2 ,-4)

Tercer paso : Se determina si la funcién intercepta o no al eje X con el
uso de la formula conocida como discriminante ( b? - 4ac ).

b2-dac = (42-4(1)0) = 16 -0 = 16

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Como b2-4ac> 0 la funcion tiene 2 raices diferentes (corta al eje X
en dos puntos).

Cuarto paso : Se calculan las raices de la funcion con el uso de la
formula general de segundo grado o resolvente:

—b + Vb% — 4ac
X =
2a

Este calculo se nos facilita por el hecho de que la cantidad sub-radical o
radicando es la misma conocida como discriminante y ya fue calculada.

—4+V1i6 _ —4+4
o 2 2
—4+ 4 0
X1 = = - ; X1 =0
2 2

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto .(0,0)

S
X2_ 2 - 2 ) XZ 4

Esto nos indica que la parabola pasa por el punto. (-4,0)

Quinto _paso : Se indican los puntos calculados en un sistema de
coordenadas rectangulares y posteriormente se grafica la parabola.

El hecho de calcular el eje de simetria y el vértice de la parabola nos
facilita el procedimiento para graficarla debido a que nos permite
visualizar inmediatamente como sera su configuracion y sobre todo su
concavidad y su punto mas alto o mas bajo (vértice) segun sea el caso.
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Graficar f(x) = X?=2X -3

L [ EJERCICIO 7 ;
L. simetria |

4

simetria

A
\ 4

A

.7
Vértice (-2, -4)”

& - - =Vértice (1,-4)

<
-~
T =

|| EJERCICIO 6 :| Graficar  f(x) =-8X* + 24X - 16

A
v

b w
e E——
N
\
\
\
<
o
=
=
o
o
—
=
u
=

Eje de
simetria

~

-10
A

-15
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* COMO GRAFICAR UNA FUNCION- A
RACIONAL | .

Graficar este tipo de funcidn requiere mayor atencion
que las otras, sobre todo por la presencia de las
“ASINTOTAS” y “HUECOS”.

v

Una ASINTOTA es una recta a la cual se aproxima la gréfica, al
crecer indefinidamente “X” o “Y”, pero nunca la toca.

20

15

XZ_ 1 @, ”
podemos observar un ‘hueco

Asi, en la gréfica de f(x) =
cuando X = 1.

10

Tipos de asintotas :

< —_—] >
-2 2 4 6
5 ASINTOTA HORIZONTAL :
<=2~ psintota
-10
Para saber si una funcidn racional tiene asintota horizontal solo se
s comparan los grados del numerador y denominador.
v ! n
_ _ _ X+2 Sien la funcion f X)) = Cle+ """ +c
La figura muestra la gréafica de la funcién f(x) = s podemos bX + ..+d

observar la presencia de una “asintota vertical” en X = 3. ) _
1) n>m f(x) NO posee asintota horizontal

a

Un HUECO representa el valor que no se le puede asignar a la 2) n=m f(x) Slposee asintota horizontal y es la recta y = %
funcion por presentar una indeterminacién al sustituir la variable X enla b

. 0 . . ;
misma. Recuerde que 5 ésuna indeterminacion. : 3) n<m f(x) SI posee asintota horizontal y s el gje X.
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Ejemplo delcaso1: n>m f(x) NO posee asintota vertical.

n=2 ; m=1
A
5
3
2
* 1 2 3 4=

Ejemplo delcaso 2: n=m f(x) SIposee asintota horizontal y es
larecta y = %

Como a=4 y b=2 laasintota horizontal sera la recta y = g =2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

10

y = 2 (Asintota horizontal)

A

-10

-20

v

Ejemplo del caso 3: n<m f(x) SI posee asintota horizontal y es

el eje X.

fx) = X_El ;0 n=0 m=1

A
\ 4
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ASINTOTA VERTICAL :

Para encontrar una asintota vertical se iguala el denominador a cero. Las
raices del polinomio que conforma el denominador de la funcion
representaran los valores de X por donde pasa la asintota vertical
(Perpendicular al eje X).

X+2
Ejemplo1: f(x) = X—t?,

Cuando X-3 =0 ; X =3 ;nosindicaque por X=3 pasara una
asintota vertical (perpendicular al eje X) :

20
15

10

A

v

<" 2 - Asintota vertical

10 en X=3

-15

Una funcion puede tener mas de una asintota vertical, todo depende
de las raices que posee el denominador. Sin embargo, algunas
veces, una de las raices del denominado indica la presencia de un
“hueco” de la funcion (este caso sera explicado mas adelante con
un ejemplo).

APUNTES DE ALGERRA (TOMD 11)

3x%+1
X~ 16

Ejemplo 2 : f x) =

Como el denominador posee dos raices: X=4 y X=-4, nos indica la
presencia de dos asintotas verticales (una en cada raiz).
A

20

10

A
v

w
=
o

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
-10 5
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

v
Una funcién puede poseer asintotas horizontales y verticales a la vez.

A
20

10




ASINTOTA OBLICUA :

La asintota oblicua es una asintota que no es horizontal ni vertical.
., Como identificar una asintota oblicua en una funcién?

Si en una funcion el grado del numerador es una unidad mayor que el
denominador, la funcién tiene asintota oblicua.

X%2-5x+11
X-2

fx) =

Ejemplo :

7 G Asintota oblicua

»
»

A
(= +]

5 10 15

-15

-20

Una funcién puede poseer asintotas oblicuas y verticales a la vez.

Observe bien la grafica anterior y notara que ademas de la asintota
oblicua sefialada también hay una asintota vertical en X = 2. Aspecto
que resulta logico ya que el denominador de la funcién es X - 2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Tomando en cuenta los aspectos sefalados

anteriormente se sugieren los siguientes pasos para

graficar una funcidn racional :

1) Identificar y graficar en ‘lineas punteadas” las posibles
asintotas que pueda tener la funcion.

2) Determinar si existen cortes con el eje “X” (Esto se obtiene
igualando el numerador a cero).

3) Determinar si existen cortes con el eje “Y” (Esto se obtiene
haciendo “X=0" en la funci6n). En otras palabras calculando
f(0).

4) Calcular tres o cuatro puntos de la funcién en cada uno de
los intervalos en que quedd dividido el sistema de
coordenadas una vez graficadas las asintotas verticales.

Con la finalidad de fijar bien los pasos indicados anteriormente se
procedera a resolver varios ejercicios de menor a mayor grado de
dificultad.

; P 7 2
Ejercicio 1 :| Graficariafuncion f(x) = %

Primero : Identificar y graficar en “lineas punteadas”
las posibles asintotas que pueda tener la funcion.

ASINTOTA HORIZONTAL :

Para saber si una funcion racional tiene asintota horizontal solo se
comparan los grados del numerador y denominador.

Sienlafuncion — f(x) = LT
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1) n>m f(x) NO posee asintota horizontal

a

2) n=m f(x) Slposee asintota horizontal y es la recta y = -

3) n<m f(x) SI posee asintota horizontal y es el eje X.

Esta funcion cumple con el caso 2, luego la asintota horizontal es /a
recta “Y=1" (Y =1)

A
20

15

10

-10

-15

-20

ASINTOTA VERTICAL :

Para encontrar una asintota vertical se iguala el denominador a cero. Las
raices del polinomio que conforma el denominador de la funcion
representaran los valores de X por donde pasa la asintota vertical
(Perpendicular al eje X).

Cuando X-3=0 ; X=3

Esto nos indica que por “X = 3” pasara una asintota vertical
(perpendicular al eje X) :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

20

15

10

A
q

-15

-20

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-10 |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ASINTOTA OBLICUA :

Si en una funcion el grado del numerador es una unidad mayor que el
denominador, la funcién tiene asintota oblicua.

Como en este caso ambos grados son iguales no hay asintota oblicua.

Sequndo : Determinar si existen cortes con el eje “X”

(Esto se obtiene igualando el numerador a cero).
X+2=0 ; X=-2

Esto nos indica que la funcion corta al eje X en el punto (- 2,0)

Tercero : Determinar si existen cortes con el eje “Y”
(Esto se obtiene haciendo “X=0" en la funcién). En
otras palabras calculando f(0).
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fw=%2 . fo=22 ; fo=-2-=-067  PaaX=1
X+2 . 1+2 ] 3
Esto nos indica que la funcion corta al eje Y en el punto (0, - 0.67) ; f&) = x—3 fQ) = 1-3 fQ) = o - -1,

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (1, -1.5)
Graficando estos “puntos de corte” en el plano se nos va facilitando la

visualizacion de la futura grafica : .~ ParaX=2
A ! X+2 2+2 4
& f="= ; f@Q=:%= ; [f@=-==4
|
2 i Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (2, -4)
n i Dando valores a la derecha de la asintota vertical :
|
|
° | Para X =4
-------------------------------- e
< ° ® ; >
-4 2 ? 2 i 4 6 8 f(x)zi_ti , f(4)=% , f(4)=_i=6
s l ‘
i Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (4,6)
-10 i
| ParaX=5
-15 | X+2 5+2 7
| . —_ . J— -
| fO=3= ; fO=—= . f5)=-=35
-20 1
M Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (5, 3.5)
Cuarto : Calcular tres o cuatro puntos de la funcién en . ParaX=6
cada uno de los intervalos en que quedd dividido el
sis'tema de _coordenadas una vez graficadas las = f(x)= i%; ©fe) = g ’. £(6) = g = 267
asintotas verticales.
Notamos que el eje X quedd dividido en dos intervalos, uno a la Esto nos indica que a funcion “pasa” por el punto (6, 2.67)
izquierda y otro a la derecha de la asintota vertical en X = 3. Para X =7
En el intervalo de la izquierda ya estan graficados dos puntos (los cortes x+2 742 9 _
con los ejes), luego seria necesario graficar uno o dos puntos mas. : flx) = x-3 f(7) = 7-3 (1) = T 2,25

~ Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (7 , 2.25)
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Todos estos puntos se grafican sobre el mismo sistema de coordenadas
Una vez graficados los puntos y recordando el concepto de asintota, la

grafica quedara expresada asi :

20

15

10

| [ iCi - y X-1
| Ejercicio 2 :z| Graficar la funcién f(x) = s

0 |-067 ] -1,5 -4 6 35 | 267 | 225

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

7

Primero : Identificar y graficar en “lineas punteadas
las posibles asintotas que pueda tener la funcion.

ASINTOTA HORIZONTAL :

Para saber si una funcion racional tiene asintota horizontal solo se
comparan los grados del numerador y denominador.

Si en la funcion fx) =

1) n>m f(x) NO posee asintota horizontal

2) n=m f(x) SIposee asintota horizontal y es la recta y = %

3) n<m f(x) SI posee asintota horizontal y es el eje X.

Esta funcion cumple con el caso 2, luego la asintota horizontal es /a
recta Y = % =05

A
-]

4
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ASINTOTA VERTICAL :

Para encontrar una asintota vertical se iguala el denominador a cero. Las
raices del polinomio que conforma el denominador de la funcion
representaran los valores de X por donde pasa la asintota vertical
( Perpendicular al eje X)

Cuando 2X+3 =0 ; 2X=-3 ; Y= - = -1,5
Esto nos indica que por
(perpendicular al eje X) :

“X = -1,5” pasara una asintota vertical

A

ASINTOTA OBLICUA :

Si en una funcion el grado del numerador es una unidad mayor que el
denominador, la funcion tiene asintota oblicua.

Como en este caso ambos grados son iguales no hay asintota oblicua.

Segundo : Determinar si existen cortes con el eje “X”
(Esto se obtiene igualando el numerador a cero).

X-1=0 ; X=1
Esto nos indica que la funcion corta al eje X en el punto (1,0)
APLINTES DE ALGEBRA (TOMO I1)

Tercero : Determinar si existen cortes con el eje “Y”
(Esto se obtiene haciendo “X=0" en la funcién). En
otras palabras calculando f(0).

X-1
2X+ 3

0-1
2(0)+ 3

i f(0)= = =-033

3

flx) = ;o f(0) =

Esto nos indica que la funcion corta al eje Y en el punto (0, - 0.33)

Graficando estos “puntos de corte” en el plano se nos va facilitando la
visualizacion de la futura grafica :

A

-4

v

Cuarto : Calcular tres o cuatro puntos de la funcién en
cada uno de los intervalos en que quedo dividido el
sistema de coordenadas una vez graficadas las
asintotas verticales.

Notamos que el eje X quedo dividido en dos intervalos, uno a la
izquierda y otro a la derecha de la asintota vertical en X = -1,5.

En el intervalo de la derecha ya estan graficados dos puntos (los cortes
con los ejes), luego seria necesario graficar uno o dos puntos mas.
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Para X =-1

Dof(-D) =

2(-1)+3

flx) =

2X+ 3
Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-1, -2)

ParaX=2

fO=575 0 f@= ;o f@=<-=014

2X+3 2(2)+ 3

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (2, 0.14)

Dando valores alaizquierda de la asintota vertical :

Para X=-2

f(=2)= =

2(-2)+ 3

f(=2)==7=3

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-2,3)

Para X=-3

f(=3)= f(=3)= = =133

2(- 3)+ 3 ,
Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-3, 1.33)

ParaX=-4

fH)= = ;| f(-)===1

2(-4)+ 3

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-4, 1)

ParaX=-5

f(=5) = ;o f(=5) == =086

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

2(- 5)+ 3

f(-1)===22

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-5, 0.86)
Todos estos puntos se grafican sobre el mismo sistema de coordenadas.

Una vez graficados los puntos y recordando el concepto de asintota, la
grafica quedara expresada asi :

A

fm————————_————————— b

Y 086 1 1,33 3 -2 |-033| 0 0,14
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X>-1
Graficar la funcion  ff (x) = X -1

|| Ejercicio 3 :

Cuando observe que una funcion racional presenta un polinomio igual o
mayor de segundo grado (en el numerador o en el denominador) es
recomendable efectuar su factorizacion.

Esto nos permitira visualizar si existen raices comunes en el numerador
y denominador.

Si existe alguna raiz o raices comunes esto nos indicara que existe uno
0 varios puntos donde la funcion posee una indeterminacion del tipo

[ ) 0 . s .
cero entre cero” ( 5 ). Esta raiz representara la presencia de un
*hueco” y no de asintotas.

En la funcién que queremos graficar observamos que el numerador es
un polinomio de segundo grado. Al factorizarlo (diferencia de cuadrados)
obtendremos :

X2—1=(X+1).(X-1)

Luego la funcion quedara expresada como :

X+1).X-1)

fix) = Y1

El factor X - 1”7 se encuentra tanto en el numerador como en el
denominador. Cuando este factor se *haga” igual a cero es evidente que
Se generara una indeterminacion del tipo cero sobre cero.

Paraque X-1=0 ; X=1 ;entonces X =1 es una raiz comun
del numerador y denominador.

Si tomamos en cuenta que se puede suprimir el factor (X — 1) tanto en el
numerador como en el denominador notaremos que surge una funcion
equivalente a la estudiada :

(X+1) ¥=T)

flx) = T =X+1

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

El hecho de factorizar la funcion nos facilita el procedimiento para
graficarla, ya que la funcion equivalente obtenida es de menor grado y es
mas facil calcular sus puntos.

Sin embargo, NO SE DEBE OLVIDAR que se debe graficar el *hueco”
que generara la raiz que es comun al numerador y el denominador.

En este gjercicio ese valor esta representado por X = 17, Introduciendo
este valor en la funcion equivalente obtendré la ubicacion del “hueco’.

f)=Xx+1 ; fWH=1+1 = 2
Esto nos indica que la funcion tiene un *hueco”en (1, 2)

Ahora grafico la funcién equivalente f(x) = X+ 1 e indico la

presencia del ‘hueco”.

v

y
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raficar la funcion f () X%+ 3x+2
raricar la runcion = =
- X%2-2Xx-3

|| Ejercicio 4 :

Cuando observe que una funcion racional presenta un polinomio igual o
mayor de segundo grado (en el numerador o en el denominador) es
recomendable efectuar su factorizacion.

Esto nos permitiré visualizar si existen raices comunes en el numerador
y denominador.

Si existe alguna raiz o raices comunes esto nos indicara que existe uno
0 varios puntos donde la funcion posee una indeterminacion del tipo

[ ) 0 ’ s .
cero entre cero” ( 5 ). Esta raiz representara la presencia de un
*hueco” y no de asintotas.

En la funcion que queremos graficar observamos que tanto el numerador
como el denominador son polinomios de sequndo grado. Al factorizarlos
obtendremos :

X2+ 3x+2

_ _ (X+2)(x+1)
flx) = X2-2x-3 '

T (X-3)(X+1)

fx)

El factor °X + 1”7 se encuentra tanto en el numerador como en el
denominador. Cuando este factor se *haga” igual a cero es evidente que
Se generara una indeterminacion del tipo cero sobre cero.

Paraque X+1=0 ; X=-1
comun del numerador y denominador.

; enfonces X = -1 es una raiz

Si tomamos en cuenta que se puede suprimir el factor (X + 1) tanto en el
numerador como en el denominador notaremos que surge una funcion
equivalente a la estudiada :

_ XAy _ (x+2)
f=GSms - =45

El hecho de factorizar la funcién nos facilita el procedimiento para
graficarla, ya que la funcion equivalente obtenida es de menor grado y es
mas facil calcular sus puntos.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Sin embargo, NO SE DEBE OLVIDAR que se debe graficar el *hueco”
que generara la raiz que es comun al numerador y el denominador.

En este ejercicio ese valor esta representado por “X = —1”. Introduciendo
este valor en la funcion equivalente obtendré la ubicacion del “hueco”.

_ (x+2) _ _ (=142) 1
Esto nos indica que la funcion tiene un *hueco”en (-1, -0.25)
Ahora grafico la funcion equivalente f(x) = gtg e indico la

presencia del “hueco”.

La grafica de esta funcion equivalente esta explicada en el gjercicio 1 de
esta guia.

20
15

10
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4X2+ 4
2X%2-8

|| Ejercicio 5 :|Graficarlafuncion (x) =

Cuando observe que una funcion racional presenta un polinomio igual o
mayor de segundo grado (en el numerador o en el denominador) es
recomendable efectuar su factorizacion.

Esto nos permitira visualizar si existen raices comunes en el numerador
y denominador.

Si existe alguna raiz o raices comunes esto nos indicara que existe uno
0 varios puntos donde la funcion posee una indeterminacion del tipo

[ ) 0 . s .
cero entre cero” ( 5 ). Esta raiz representara la presencia de un
*hueco” y no de asintotas.

En la funcion que queremos graficar observamos que tanto el numerador
como el denominador son polinomios de segundo grado.

Al tratar de factorizar el numerador (4X? + 4) notaremos que es un
polinomio “NO FACTORIZABLE” (al aplicar la formula general de
segundo grado o resolvente notaremos que dentro de la raiz cuadrada
se presentara un nimero negativo y éstos generan una raiz imaginaria).

Esto nos indica que no existen “huecos” en la funcion ni cortes con el eje
X.

Ahora procedo de acuerdo a lo indicado en los ejercicios 1y 2 de esta
guia.
Primero : Identificar y graficar en “lineas punteadas”

las posibles asintotas que pueda tener la funcién.

ASINTOTA HORIZONTAL :

Para saber si una funcion racional tiene asintota horizontal solo se
comparan los grados del numerador y denominador.

aX+ ..+c
bX"+ ..+d
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD I1)

foo =

Si en la funcion

1) n>m f(x) NO posee asintota horizontal

a

2) n=m f(x) Slposee asintota horizontal y es la recta y = "

3) n<m f(x) SI posee asintota horizontal y es el eje X.

Esta funcion cumple con el caso 2, luego la asintota horizontal es /a

4
recta “Y=_=2"

10

-10

ASINTOTA VERTICAL :

Para encontrar una asintota vertical se iguala el denominador a cero. Las
raices del polinomio que conforma el denominador de la funcion
representaran los valores de X por donde pasa la asintota vertical
(Perpendicular al eje X).

Las raices del polinomio 2X2-8 son:
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X=2 y X=-2

Estas raices las puede obtener aplicando la formula general de segundo
grado o el método de factorizacion que le sea mas comodo.

Esto nos indica que la grafica presentara dos asintotas verticales, una
en X=2 yotraen X=-2

10

—————————eee e ———- ——- -

0
——————— e — - — —

-10

ASINTOTA OBLICUA :

Si en una funcion el grado del numerador es una unidad mayor que el
denominador, la funcion tiene asintota oblicua.

Como en este caso ambos grados son iguales no hay asintota oblicua.

Seqgundo : Determinar si existen cortes con el eje “X”
(Esto se obtiene igualando el numerador a cero).

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Como ya pudimos notar al principio de este ejercicio, el polinomio que
conforma el numerador no tiene raices reales, por lo tanto LA FUNCION
NO “CORTA” AL EJE X.

Tercero : Determinar si existen cortes con el eje “Y”
(Esto se obtiene haciendo “X=0" en la funcidén). En
otras palabras calculando f(0).

4X%2+ 4
2X2-8

4(0)%+ 4
2(0)%2-8

f) = C ) = ;f0) = =

4
f(0) = - —-0,5

Esto nos indica que la funcion corta al eje Y en el punto (0, - 0.5)

Cuarto : Calcular tres o cuatro puntos de la funcién en
cada uno de los intervalos en que quedo dividido el
sistema de coordenadas una vez graficadas las
asintotas verticales.

Notamos que el eje X quedo dividido en tres intervalos, uno a la
izquierda de “-2”, uno entre “-2”y “2”, y otro a la derecha de “2”.

Estudiando el intervalo a la izquierda de “-2”:

Para X=-6
_4AX%+4 ) Y 4(-6)2+4
f&) = 2X2-8 ' f(=6) = 2(-6)2—8 2,31

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-6, 2.31)
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ParaX=-5

)_ 4(-5)2%+4
T 2(-5)2-8

fa) =224 pos

2X2-8 247

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-5, 2.47)

Para X=-4
_ 4X%+4 . AN 4(-)2%+4
f&) = 2x2-8 ' f(=4) = 2(-4)2-8 2,83

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-4 , 2.83)

Para X=-3
_ 4X%+4 . 2y 4(-3)2+4 _
fG) = 2x2—-8 ' f(=3)= 2(-3)2-8 4

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-3, 4)

Estudiando el intervalo entre “-2"y “2”:

En este intervalo sabemos que existe el corte con el eje “Y”. Fue
calculado en el paso 3 [ la funcion corta al eje Y en el punto (0, - 0.5) |

Luego es necesario estudiar un punto antes y otro después del corte con
el eje Y. Esto nos permite visualizar facilmente si la concavidad es
positiva o negativa.

Para X = -1
_ axita 1) = A=Dire
fO)= oy fCED =05 = —133

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (-1, -1.33)

Para X =1
_4X%+4 . _ 4+4
fO)= oy D=5 = 133

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (1, -1.33)

Estudiando el intervalo a la derecha dg “2” :

ParaX=3
_ 4X%+4 ] _A3)%+4
fG) = 2x2-8 ' f@3) = 2(3)2-8

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (3, 4)

ParaX=4
_4AX%+4 ) 4@ 4
flx) = 2x2-8 ' f@) = 2(4)2-8 2,83

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (4, 2.83)

Para X=5
_ 4AX%+4 ) _4(5)%+4
flx) = 2x2—-8 ' f(5) = 2(5)2-8 2,47

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (5, 2.47)

ParaX=6
_4AX%+4 ) _46)%+4
fO =0 0 fO)= 555 = 231

Esto nos indica que la funcion “pasa” por el punto (6, 2.31)

Con esta informacién podemos graficar la funcion de una manera
bastante precisa.

Se recomienda que se vaya graficando intervalo por intervalo y tomando
mucho en cuenta la definicion de asintota y los cortes con el eje
horizontal y el eje vertical cuando los haya.
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X2-5X+11
(X)) = —F——

Ejercicio 6 :| craficar f

X | 6] 5] 4]3]17]0] 1 4157 6
Y [ 231247283 4 [-133|-05]| -1,33 283 | 247 2,31
| A |
| |

|

! 10 :
! |
| |
| I
| I
| I
| I
| |
| |
| |
| |
| |
| 5 :
! .
| I
| I
| I
| I
| |

__________________ +_________________J.____________________
| I
| I
! |
< : & ; >
-6 -4 L) Ii 4 6
i !
| I
| I
| I
| I
| I
| |
! -5 |
| |
| |
| I
| I
| I
| I
| I
| I
! |
- !
10 ¢

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Cuando observe que una funcion racional presenta un polinomio igual o
mayor de segundo grado (en el numerador o en el denominador) es
recomendable efectuar su factorizacion.

Esto nos permitira visualizar si existen raices comunes en el numerador
y denominador.

Si existe alguna raiz o raices comunes esto nos indicaré que existe uno
0 varios puntos donde la funcion posee una indeterminacion del tipo

[} 0 s P .
cero entre cero” ( 5 ). Esta raiz representara la presencia de un
‘hueco” y no de asintotas.

En la funcién que queremos graficar observamos que el numerador es
un polinomio de segundo grado.

Al tratar de factorizar el numerador notaremos que es un polinomio “NO
FACTORIZABLE’ (al aplicar la formula general de segundo grado o
resolvente notaremos que dentro de la raiz cuadrada se presentara un
numero negativo y éstos generan una raiz imaginaria).

Esto nos indica que no existen “huecos” en la funcion ni cortes con el eje
X

Ahora procedo de acuerdo a lo indicado en los gjercicios 1y 2 de esta
guia.
Primero : Identificar y graficar en “lineas punteadas”

las posibles asintotas que pueda tener la funcion.

ASINTOTA HORIZONTAL :

Para saber si una funcioén racional tiene asintota horizontal solo se
comparan los grados del numerador y denominador.

fxo =

Si en la funcién
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1) n>m f(x) NO posee asintota horizontal

2) n=m f(x) SIposee asintota horizontal y es la recta y = %

3) n<m f(x) SI posee asintota horizontal y es el eje X.

Esta funcion cumple con el caso 2, n>m
horizontal

f(x) NO posee asintota

ASINTOTA VERTICAL :

Para encontrar una asintota vertical se iguala el denominador a cero. Las
raices del polinomio que conforma el denominador de la funcion
representaran los valores de X por donde pasa la asintota vertical
(Perpendicular al eje X).

X-2=0 ; X=2

Esto nos indica que por “X = 2” pasara una asintota vertical
(perpendicular al eje X) :

ASINTOTA OBLICUA :

Si en una funcion el grado del numerador es una unidad mayor que el
denominador, la funcion tiene asintota oblicua.

Como en este caso la afirmacion anterior se cumple, se procede a
calcular la ecuacion de la asintota oblicua.

Para calcular la ecuacion de la asintota oblicua se divide el numerador
por el denominador y el cociente obtenido representara la ecuacion
buscada (se recomienda “repasar” DIVISION DE POLINOMIQS).

En este caso en particular :

X%2-5Xx+11

Xx-2 ();_3)-;5
Cociente Resto

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

El cociente obtenido (X — 3) es la ecuacion de una recta y su grafica
representara la asintota oblicua de la funcion estudiada.

Sequndo : Determinar si existen cortes con el eje “X”
(Esto se obtiene igualando el numerador a cero).

Como ya pudimos notar al principio de este ejercicio, el polinomio que
conforma el numerador no tiene raices reales, por lo tanto LA FUNCION
NO “CORTA” AL EJE X.

Tercero : Determinar si existen cortes con el eje “Y”
(Esto se obtiene haciendo “X=0" en la funcidén). En
otras palabras calculando f(0).

X%2-5X+11
X-2

(0)2-5(0)+11
0-2

fx) = o f0) =

11
f(0) = — = =5,5

Esto nos indica que la funcion corta al eje Y en el punto (0, - 5.5)

Cuarto : Calcular tres o cuatro puntos de la funcién en
cada uno de los intervalos en que quedo dividido el
sistema de coordenadas una vez graficadas las
asintotas verticales.

Notamos que el eje X quedo dividido en dos intervalos, uno a la
izquierda y otro a la derecha de la asintota vertical en X = 2.

Con esta informacién podemos graficar la funcion de una manera
bastante precisa.

Se recomienda que se vaya graficando intervalo por intervalo y tomando
mucho en cuenta la definicion de asintota y los cortes con el eje
horizontal y el eje vertical cuando los haya.
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X3+ 3X%2+2Xx
X2+ 3x+2

Ejercicio 8 .'I Graficar la funcion f(x) =

-6,25 | -567 | -556 -7 5 35 367 | 4,24
A :
15 i )
10 i
5| g
! T Asintota oblicua
L f)=X-3
< e >
/i 5 10 15
-15 i
-20 i
v |
4X%+ 4
Ejercicio 7 :|Graficar la funcion X) = ———
" L f(x) 2X%+8
25 A
__________________________ S
15
1
0,5
) 10 5 0 5 mr

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Este ejercicio ha “asustado” a muchos de los estudiantes de bachillerato
y de la universidad. Al ver que el numerador es un polinomio de tercer
grado se imaginan que la grafica resultara muy dificil.

Vean lo facil que es graficar esta funcion :

Factorizando el numerador y denominador tendremos :

X.(X?%+3X+2)

X3+3X%+2x _
f@0="%50m 7 0= e
o) = BEDED = x

Lo que nos indica que la funcion a graficar sera “Y = X’ pero
presentando *huecos” cuando X+2=0 y cuando X+1=0 (X=-2 y X=-1)

\ 4
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<+ COMO GRAFICAR UNA FUNCION
iRRACIONAL

Antes de iniciar el procedimiento de como graficar este tipo de funcion,
consideramos necesario recordar algunos aspectos importantes sobre
los SIGNOS DE LAS RAICES :

1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo
que la cantidad sub-radical o radicando.

Asi,
o V2743 = 3a porque (3a)? = 27a3
o ¥=27a3 = -3a porque (-3a)® = -27a3
o VX0 = X2 porque (X5 = X1
V=X10 = _X2 porque (-X¥5 = —X10

o

2 ) Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble
signo.
Asi,
o V25X? = 5X 6 -5X porque (5X)2=25X? y (-5X)?= 25X?
Esto se indica de este modo : V25X? = £ 5X
o V16a* = 2a y -2a porque (2a)* = 16aty (-2a)* =
16a*
Esto se indica : ¥/16a* = + 2a

3 ) Las raices pares de una cantidad negativa no se pueden
extraer. Estas raices se llaman cantidades imaginarias.

Asi,
v —4 no se puede extraer. La raiz de —4 noes 2 porque “22=4" y
no -4, ytampoco es -2 porque (-2)? = 4 yno —4.

“

v—4 “esunacantidad imaginaria.
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD 11)

|Graﬁcar f(x) = VvX+ 3

| EJERCICIO 1 :

Primero se determina el dominio de la funcion a graficar.

Como la funcion esta determinada por una Raiz Cuadrada (indice par) y
las raices pares de una cantidad negativa no se pueden extraer (son
cantidades imaginarias) significa que el dominio de la funcion estara
conformada unicamente por aquellos valores que garanticen que la
cantidad sub-radical o radicando sea mayor o igual a cero.

Luego: X+ 3 tiene que ser mayor o igual a cero.
X+3=20 ; X2-3

Tomando en cuenta lo indicado anteriormente se deben asignar valores
mayores e igual a menos tres (-3) a la funcion para graficarla.

Es recomendable hacerlo con cuatro o mas valores para calcular puntos
suficientes de manera que la grafica sea lo mas representativa posible :

Para X=-3 ; [:3)=v=3+3 ; f3=+0 =0
Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (-3,0)
Para X=-2 ; f2=v=2¥3 ; f2=v1 =1
Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (-2,1)
Para X=-1 ; fe1)=v=1+3 ; f-)=v2 =141
Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (-1,1.41)
Para X=0 ; fo=vox3 ; fo=v3 =173
Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (0,1.73)
Para X=1 ; f)=vi+3 . f)=vad =2

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (1,2)
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Y 0 1 1,41 1,73

A

EJERCICIO 2 : || Graficar f(x) = V-2X+ 4

Primero se determina el dominio de la funcion a graficar.

El dominio de la funcién estara conformada tnicamente por aquellos
valores que garanticen que la cantidad sub-radical o radicando sea
mayor o igual a cero.

-2X+420 ; -2X=-4 pormenosuno ; 2X<4 ; Xs2

Tomando en cuenta lo indicado anteriormente se deben asignar valores
menores € igual a dos (2) a la funcién para graficarla.

Es recomendable hacerlo con cuatro o mas valores para calcular puntos
suficientes de manera que la gréafica sea lo mas representativa posible :

Para X=2 ; f2)= /2@ +4: f2=+v0 =0
Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (2,0)
APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 1)

Para X=1 ; f1)= Jy=2(M+4: f1)=+v2 =141

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (1,1.41)

Para X=0 ; fo)=J=2(0+4: fo=vi =2

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (0,2)

Para X=-1 ; f1)= y=2(-D+ 4; f-1)= V6 =245

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (-1,2.45)

Para X=-2 ; K2 =J=2(-2)+ 4; f-2=+v8 =283

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (-2,2.83)

X -2 -1 0 1 2

Y 2,83 2,45 2 1,41 0

-2

\ 4
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|| EJERCICIO 3 : | Grafcar fix) = vX

X20

2,5

1,41
1,73

0,5

EJERCICIO 5 : || Grficar fix)= /X — 2

A
D
v

nlblw|inm|~r|o| >

2,24

-0,5

| EJERCICIO 4 : | crfcar  fix) = V=X

- X2 0 multiplicando pormenosuno X <0

A

XY
0| o0
-1 | 1
-2 141
-3 [173
5 4 3 -2 1 1 2
-4 | 2
1 -5 (224

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Primero se determina el dominio de la funcién a graficar.

Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la
cantidad sub-radical o radicando.

Esto nos indica que la X puede tomar cualquier valor y que el dominio de
la funcién es el conjunto de los numeros reales. Luego, para graficar la
funcion, lo nico que debemos hacer es asignar valores (cualesquiera) a
la X para determinar los puntos que conforman la gréfica.

Sin embargo, se recomienda calcular los cortes con los ejes para
visualizar mejor la gréfica.

Para calcular el corte con el eje “X” igualamos la cantidad sub-radical o
radicando a cero.
X-2=0 ; X=2

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (2,0)

Para calcular el corte con el eje “Y” hacemos X = 0, es decir calculamos
el valor de la funcion cuando X vale cero [f(0) ].

fop=30-2; fo=¥=2 =-126

Esto nos indica que la funcion pasa por el punto (0,-1.26)

Para X=0 ;

Para que la funcién sea graficada de la manera mas exacta posible se
recomienda calcular dos puntos antes o después de cada corte con los
ejes y dos puntos entre los ejes.

Estudiando dos puntos antes del corte con el gje “Y” :
Para X=-1 : f-1)=%¥=1-2 ; fr1)=¥=3 =-144
Para X=-2 ; f2)=%¥=2-2 : f2=%=3 =-159

Estudiando dos puntos entre los cortes con los gjes :
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Para X=1 ;

fi = ¥1=2 ;

fy) = v=1

Para X= 1,5 ; (1.5 = 315—2 : f1,5 =3/=0,5 = —0,79

Estudiando dos puntos después del corte con el eje “X”:

Para Xx=3 ; f3=33=2; f3=%¥1 =1

Para X=4 ; fo=3%3a-2 ; fo=3%¥2 =126
X | 2 1 0 1 ] 15 4
Y | 1,59 | 1,44 | 126 -1 | -0,79 1,26

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

[EJERCICIO 6 : | cricar fr)= ¥—2X 1 4
X | 3 |2] 1] 0] 1 [2] 3 7

Y 215 | 2 | 181 | 1589 | 126 | 0 | -1,26 -1,59
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“MATRiIiCES

Se denomina matriz a todo conjunto de numeros o

13 ” i

expresiones dispuestos en forma rectangular, formando “m
filas y “n” columnas.

Ejemplo :
1 0
2 - 2 1 -1 0
Ao = Bowu = Cxe =] 3 2
[0 4} [0 3 2 —} 2 4
Donde:

2x2 Indica que la matriz “A” tiene 2 filas y 2 columnas.
2x4 indica que la matriz “B” tiene 2 filas y 4 columnas.
3x2 indica que la matriz “C” tiene 3 filas y 2 columnas.

Los numeros que forman la matriz se llaman elementos de la
matriz y los indicamos con lefras minusculas, mientras que los nombres
de las matrices se indican con letras mayusculas.

Las matrices varian en tamafio u orden. El tamaio u orden de
una matriz se describe especificando el numero de filas o renglones
(lineas horizontales) y columnas (lineas verticales) que aparecen en la

matriz. Por lo tanto, una matriz de orden “m x n” tiene ‘m” filas y “n”

columnas (primero se indican las filas y después las columnas).

[ GAY H [} ” 4 “ ”
Si “A” es una matriz de orden “m x n” entonces se denotard ~ Qj j

para indicar el elemento que esta en la i-ésima fila y j-ésima columna.

] 3
dyp o o gy ot dy
':121 ':IEE - ':Iﬂj ':Iﬂrl.
A=
':Iil ':Iiﬂ . ':Iij . ':I:i.'n
L':Iml S T < B, ':Imnj

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Se llama matriz de orden "mx n" a un conjunto rectangular de
elementos aj dispuestos en m filas y en n columnas. El orden de una
matriz también se denomina dimension o tamafio, siendo m y n
numeros naturales

Ejemplo :
-1 5 2| «----»primerafila
Az =| 4 3 6| «----»segunda fila
7 =2 0| «----» tercerafila
L S
B
primera columna < - ! !
segunda columna < ---- )
tercera columna <4 ------- 4

Donde :
ann=-1 ; ap=5; ap=2
an=4 ; ap=3 ; ap=6
asr=7 ; ap=-2 ; ays=0

ALGUNOS TIPOS DE MATRICES

Hay algunas matrices que aparecen frecuentemente y que segun
su forma, sus elementos, reciben nombres diferentes :

MATRIZ FILA: Aquella matriz que tiene una sola fila, siendo su
orden 1xn.

"41:43 = I:? 2 B )

MATRIZ COLUMNA: Aquella matriz que tiene una sola columna, siendo

su orden mx 1.
~7
&

Ing. José Luis Albornoz Salazar
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MATRIZ RECTANGULAR: Aquella matriz que tiene distinto numero de
filas que de columnas, siendo su orden “m x n”, donde m # n.

13 2 9
A,=l5 7 -1 8
003 5 1

MATRIZ TRASPUESTA: Dada una matriz A, se llama traspuesta

de A a la matriz que se obtiene cambiando ordenadamente las filas por

las columnas. Se representa por At 6 AT,

//\\
// v
/ 1 ]
12 s\«
A= A=2
3 -4 7)+=
\ 5 7
\ 1

—_———

MATRIZ OPUESTA: La matriz opuesta de una dada es la que resulta
de sustituir cada elemento por su opuesto. La opuesta de A es -A.

1 3 -1 -3
A= 5 -7 . -4=|-5 7
-6 4 6 4

MATRIZ NULA: Si todos sus elementos son cero. También se
denomina matriz cero y se denota por Omxn

0000
054=(0 0 0 O
0000

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

MATRIZ CUADRADA: Aquella matriz que tiene igual numero de filas
que de columnas, m = n, diciéndose que la matriz es de orden n.

Diagonal principal : son los elementos a1, ax, ..., @m

Diagonal principal : 4 =

Diagonal secundaria : son los elementos ajj con i+j =n+1

Diagonal secundaria :

5 15 A
1 2 4 3
A= :
7 4 4 11
A 93 8

Traza de una matriz cuadrada : es la suma de los elementos de la
diagonal principal “tr A”.

MATRIZ SIMETRICA: Es una matriz cuadrada que es iqual a su
traspuesta.

A:At , djj = djj

1

A = 8 2
6 5
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MATRIZ_ANTISIMETRICA: Es una matriz cuadrada que es igual a la

opuesta de su traspuesta.
A=-At , &jj = -aji
Necesariamente aii=0

0 -2 4 0 2 -4
A= 2 0 2})=>-A=|-2 0 -2
-4 -2 0 4 2 0

MATRIZ DIAGONAL: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus

elementos nulos excepto los de la diagonal principal.

MATRIZ ESCALAR: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus

elementos nulos excepto los de la diagonal principal que son iguales.

N

[
o o -
o - o
- o o

MATRIZ IDENTIDAD: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus
elementos nulos excepto los de la diagonal principal que son iguales a 1.
Tambien se denomina matriz unidad.

1 00
I=10 1 0
0 0 1

MATRIZ TRIANGULAR: Es una matriz cuadrada que tiene todos los

elementos por encima (o por debajo) de la diagonal principal nulos.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

1 3 5 100
A=|0 4 -1 A=|5 40

00 9 2 8 7
T. supenor T. inferior

MATRIZ ORTOGONAL:  Una matriz ortogonal es necesariamente

cuadrada e invertible : A' = AT

La inversa de una matriz ortogonal es una matriz ortogonal.
El producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal.
El determinante de una matriz ortogonal vale +1 6 -1

A-AT=AT A=]

aq & a)(q 4 o 1 00

B by bl |le b e |=[0 10
0 01

6 € & a; b oy

MATRIZ NORMAL: Una matriz es normal si conmuta con su

traspuesta. Las matrices simétricas, antisimétricas u ortogonales son
necesariamente normales.

(2

B At=aT. n

MATRIZ _INVERSA: Decimos que una matriz cuadrada A tiene
inversa, A, si se verificaque  A-A'=A1A=1 (Siendo “I” la matriz

identidad.
[2 3) 1 [—1 3]
A= A=
1 1 1 =2

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 217 -




SUMA Y RESTA DE MATRICES
(Adicion de matrices)

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo

numero de filas y de columnas. Es decir, si una matriz es de orden 3x2y
otra de 3x3, no se pueden sumar ni restar. Esto es asi ya que, tanto

para la suma como para la resta, se suman o se restan los términos que
ocupan el mismo lugar en las matrices.

Ejemplo :
. o2 _[5 6
Sean las matrices A = [3 4 y B [7 8]
Sumando A +B:
ai; + by a1z + bro
A+B =
a1 + by Az + by
_[1+5 2+6] _[6 8
A+B‘[3+7 4+8 [10 12]

RestandoB -A:

b11 - a1 b12 - an

B-A =
b21 - dp1 b22 -ax
_[5-1 6-2] _[4 4
B'A‘[7—3 8—4] [4 4]

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ejemplo :

31 2 -1 24
Seanlasmatrices A=|0 5 -3y B8=]12 & &

F0 4 o1 -2
Sumando A+B:
/6111 +byg a2 + by izt b13\
A+B = | ax+by az + by a3 + by
az + ba az + ba azs + bas
(3+(-1) 1+2 244 )
A+B = 0+2 5+5 —3+8
7+0 0+1 4+ (-2)
2 36
A + B = |2 10 &
7 1 2
Restando A-B :
/311 - bi1 a2 - b1p a13 - b1g )
A—B= | an-bn az - by a3 - o3
as1 - b1 asz - bsy a3z - bs3
(3-(-1) 1-2 2-4 )
A—B = 0-2 5-5 —3-8
7-0 0-1 4-(-2)

4 -1 -2
A - 8 =1-2 0 -1
7o b
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Ejemplo: Dadas las matrices:

2 0 1 1 0 1
A=|3 0 © B=[1 2 1
5 1 1 1 1 0

2 0 1y (1 0 1} {2+1 0+0 1+1} (3
A+B8=|3 0 O0]+[1 2 1|=(3+1 0+42 O0+1|=(4 2 1
5 1 1) A1 1 0} ‘5+41 1+1 1404 \6

1 0 12 0 1y 2-1 0-0 1-1Y {1 O O
A-B=|1 2 1|-|13 0 0|=3-1 0-2 0-1(=(2 -2 -1
1 1 015 1 1) {5-1 1-1 1-0/ 14 0O 1

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede
igual. No necesariamente para poder sumar o restar

matrices, éstas tienen que ser cuadradas.

Ejemplo:
coan a = (12 47 20 o f 3
Sl -7 i Vi) A IE ) §
SumandoA+B+C:

a1 + b+ cg a1 + b2+ Cp2 Q13 + b3+ Ci3
A+B+C=

a1 + by + Co Az + o+ Co2 A3 + b3+ Co3

-1+3+5 2+2+(-1) 4+0+3
A+B+C=

2+0+1 7+(-3)+1 6+(-1)+2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

pemaoe [T 37
TETMT 3 5 7)

Suma y resta combinadas (A-B+ C) :

a1 - by +cux a12 - b2+ C12 a13 - b1z + Ca3
A-B+C=
a3 - b3+ Co3

a1 - b1+ Co1 a2 - b+ C22

ABG-12432D5-131-1F
-H+I,= - + =
27 B) A0 -3 - 41 1203 18y

PROPIEDADES DE LA ADICION (SUMA
Y RESTA) DE MATRICES

Interna: La suma de dos matrices de orden m x n es otra
matriz dimension m x n.

Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

Elemento neutro: A+ 0=A . Donde O es la matriz nula de
la misma dimension que la matriz A.

Elemento opuesto: A + (-A) = O . La matriz opuesta es
aquella en que todos los elementos estan cambiados de signo.

Conmutativa: A+B=B+ A
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MULTIPLICACION Y DIVISION DE
UNA MATRIZ POR UN ESCALAR

Para multiplicar un escalar por una matriz se multiplica el escalar
por todos los elementos de la matriz, obteniéndose otra matriz del mismo
orden.

dy dp o Ay hay  hay Ay,
@ @ a ha hax ha
1 n 21 by n
A=(a)= AA =
i
ﬂml ﬂmz ﬂm }"ﬂml }ﬂ:wj }"ﬂmn

Ejemplo:
cen ac|! 2 C
ATy 5 2
Entonces:

123 510 -15
A= . (A=
0 18 0 =5 -40

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de
la matriz quedaran divididos por ese escalar.

Ejemplo:
g 16
Sean la matriz A =[3 —E]’ y k=2 unescalar. En este caso:

[B 15]
3 -6 _[B,FQ 15;2]_[ 4 a]
2 3z spe) \3pz -3

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

MULTIPLICACION DE MATRICES

Dos matrices A y B se dicen multiplicables si el numero
de columnas de A coincide con el nimero de filas de B.

El elemento Cij de la matriz producto se obtiene
multiplicando cada elemento de la fila i de la matriz A por
cada elemento de la columna j de la matriz B y
suméandolos.

Anxn x Baxp = Cmup

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el

mismo numero de columnas que filas la sequnda. La matriz resultante

del producto quedara con el mismo numero de filas de la primera y con
el mismo numero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2 x 3y la multiplicamos por otra
de orden 3 x 5, la matriz resultante sera de orden 2 x 5.

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la
propiedad conmutativa, ya que en el ejemplo anterior, si multiplicamos la
segunda por la primera, no podriamos efectuar la operacion puesto que
la primera matriz no tiene el mismo numero de columnas que filas la
segunda.

Para aclarar lo indicado anteriormente procederemos a explicar
paso a paso algunos ejemplos de multiplicacion de dos matrices.

Dadas las matrices :

(5 — (1 -4 6
A'[—3 2] y B [0 —2 7]

Calcular A x B (identificarla como matriz “C’)
Ing. José Luis Albornoz Salazar
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Primero verificamos que el numero de columnas de la matriz “A”
sea igual al numero de filas de la matriz “B” . Como en este caso se
cumple (2=2) se procede a efectuar la multiplicacion.

Se escogen los elementos de la 1era fila de la matriz “A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 1era columna de la
matriz “B” y se suman.

s 1P f1i-4 6
Az {—3 2] B '[0 ;=2 7]
Nos permitiremos sefialar un “truco” muy utilizado para facilitar la

multiplicacion de matrices :

Se colocan la fila y la columna escogida una al lado de la ofra y
asi se visualizara facilmente la operacion que debemos efectuar :

!5} i1
Sx B s @+ (1)0)

Esta operacion se coloca como elemento C1q

G)D) + (-1)(0)
C=AxB=

Se escogen los elementos de la 1era fila de la matriz “A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 2da columna de la

matriz “B” y se suman.
(1 ~4 6
87 [0 =2 7]

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Esta operacion se coloca como elemento Ci,

G)@) + (-1)(0) EEIEAHEDE2)

C=AxB-=

Se escogen los elementos de la 1era fila de la matriz “‘A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 3era columna de la
matriz “B” y se suman.

s -1 (1 -2 ;‘"6
A'[—3 2} B [0 —2g7}

Esta operacion se coloca como elemento Cq3

G)D) +(1DO)  C)A+(-1)(-2) EENEIHELT)

C=AxB-=

Se escogen los elementos de la 2da fila de la matriz “A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 1era columna de la
matriz “B” y se suman.

Ty =51\“= -4 6
A '[—3 _2]; B 2[0; -2 7]

Esta operacion se coloca como elemento Cx
G)D) +(-1)(0) (B)(-4)+(-1)(-2)
(-3)(1) +(2)(0)

(5)(6)+(-1)(7)
C=AxB=

Se escogen los elementos de la 2da fila de la matriz “A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 2da columna de la
matriz “B” y se suman.
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Este resultado se coloca como elemento C,
G)D) +(DO)  GB)(-4)+(-1)(-2)
(-3)(1) + (2)(0) EE3)EAH(2)(2)
Se escogen los elementos de la 2da fila de la matriz “A” y se

multiplican (uno a uno) con los elementos de la 3era columna de la
matriz “B” y se suman.

= 5— ---- o = 1 -4 :"l 6\"'
A _[—3 2]:: ? [o -2 7]

Esta operacion se coloca como elemento Cy3

(5)(6)+(-1)(7)
C=AxB-=

Ay B G)D) +(1DO)  G)A+D(E2)  (B)E)+H(-1)(7)
= X =
(-3)(D) +(2)(0) (3)(-4)+()(-2) T (8)(6)+(2)(7)
Efectuando las multiplicaciones indicadas :
5-0 -20+2 30-7
C=AxB=
-3+0 12 -4 -18+14

Solucién = C = Ax B = [_,;f’ w0 _23}

Observe que la matriz “C” producto de multiplicar “AxB” tiene el
numero de filas que tiene “A” (2) y el nimero de columnas que tiene “B”

(3).
APUNTES DE ALGEBRA (TOMD 1)

Ejemplo:
12y {1 1y (11+2-0
3 4) o 2) l31+4.0

Ejemplo:
e f\fa b\ [ea+fc eb+ fd
g h)\c d] \ga+hc gb+hd

Ejemplo:

11+2:2Y {1 5
3-1+4-2) 13 11

Se escogen los elementos de la 1era fila de la matriz “A” y se
multiplican (uno a uno) con los elementos de la 1era columna de la
matriz “B” y se suman.

Nos permitiremos sefialar un ‘“truco” muy utilizado para facilitar la
multiplicacion de matrices :

Se colocan la fila y la columna escogida una al lado de la otra y
asi se visualizara facilmente la operacién que debemos efectuar :

! Y ! Y
' \ '
v

1 \ ' \
! ' ! \
| H ' \
' \ 1
! '

0 x P1] ---> (2)(1) + (0)(1) + (1)(1)

'I 1
\ ' \ !
|
' I ' '

\ \
/ ;
. 1 M 1
\ ’
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Esta operacion se coloca como elemento Cy1 y asi sucesivamente :

2+1+0+1+1-1
=(3.1+0-1+0-1
S+1+1.1+1.1

2.0+0-2+1-+1
3.0+0-2+0-1
5.-0+1.2+0-1

2+1+0+1+1-0
3-1+0-.1+0-.0|=
S5.1+1.1+1-0

Ejemplo (tomado de www.lamatematicadefidel.com) :

s 1 2
1 -3]
Dabas cas matRicEs s A= |4 & ) B=l3 -2 o
5 -4
lx;\\k_df’/}XB
nacLap : Ay B U
SQUAUC;FI:

25 H1(=3) 4 (3) 3
(43 5634 63

21+ {(-2)4(-3)S

Axb=

(4)2+45-0+ 6(~4)

(43¢ 4 65

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

2-z+1-o+(-s)(-4)

{0-3-21 2 -2 -1 440 $12
AxB=
~20-(S+42 -4-1pi30 —@10-24
= 1b =32
X3

Ejemplo (tomado de www.lamatematicadefidel.com) :

5 -a 4 -0 2
Dapss Las matRices: A=|-3 1 © ;B= 4 -3
} b -} 1 5
HALLAR: AxB
stx.l
Solu clon: \—«——J
SEe)+ (2444 5-24+(CD(3) 4405
AxB = |30+ 14304 2+ 1(-3) 40-5
FEO)E eed +EM 324 LC3) 4B
~30-8 +4 {0 +b 4+ 10 -34 36
AxBz= | 184+d40 -6-3+0 | = | ;2 -g
—dr tad-} {418 -3F e
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE

Asociativa: A-(B-C)=(A-B)-C

Elemento neutro:

Donde | es la matriz identidad del mismo orden que la

matriz A.

No es Conmutativa:

MATRICES

A -

I=A

A-B#B-A

Distributiva del producto respecto de la suma:

A-(B+C)=A-B+A -C

DIVISION DE MATRICES

La division de matrices se define como el producto del numerador

multiplicado por la matriz inversa del denominador.

Es decir, sean las matrices A y B tal que E

Para realizar esta operacion es necesario que conozcamos cOmo
calcular una MATRIZ INVERSA; esto lo explicaremos en la pagina 19 de

esta guia.

A
= AxB1

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

EJERCICIOS RESUELTOS CON

MATRICES

Ejercicio 1:

Dadas las matrices:

2 0 1 1 0 1
A=|3 0 0}, B=|1 2 1

3 1 1 1 1 0
Calcular:
A + B; A - B; A x B; B x A;

A+B=|3 1} 0O]+|1

]

8+.A=|1 2 1143 0
1 1 005 1 1

1Y(1 O 1 2.1+0+1+1.1
0|1 1{=(3-1+0+1+0-1
11 1 O Sel+1+1+1.1

3 1 2
=|3 0 3
7 3 6

1:2+0:3+ 15

0]=1:2¢2:3415

1:2+1+3 405

Ing. José Luis Albornoz Salazar

AL,
0+0 1+1
0+2 0+1
1+1 1+0
0-0 1-1
0-2 0-1
1-1 1-0

2.0+0.2+1.1
3-0+0-2+0-1
S:0+1+2+0-1

1-0+040+11
1.0+20+11
1:0+1:0+0:1

(T N 5
N N O
e N

3.1+0.1+0.0]:

2.1+0.1+1.0
S+1+1+1+1.0

1:1+0+0+1.1
1.1+2+0+1-1
1:1+1.0+0-1
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,
BxA=|13 1
5
2 3 5
A_lo o 1
1 0
Ejercicio 2 :

Sean las matrices:

0 -1 2 4
A=|-1 1 1| B=
3 0 4 0

Efectuar las siguientes operaciones:

(A +8B) % (A-B) 2%

Para calcular (A + B)2 primero realizamos la suma ‘A + B” y

-1 2 0 1 -1
0 2(C=|-2 0 3
-1 4 4 2 1

(B) 3; A-Bt.cC.

dicha suma se multiplica por ella misma. (A + B)? = (A+B) x (A+B)

1] -1 2 4 -1
A+8=|-1 1 1]+)3 1]
3 0 4 1] -1

4 -2 4) (4
a+8¥ =2 1 s3|-]|2
(a+8)

3 -1 8] ls

Para calcular (A - B)? primero realizamos la resta ‘A - B”y

-2
1
-1

dicha resta se multiplica por ella misma. (A-B)? =(A-B)x(A-B)

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

0 -1 2 4 -1 2 -4 0 0

Para calcular B® procederemos a multiplicar “B x B” y su producto
(“B?’) se debe volver a multiplicar por “B”.  Es decir B3 =B x B x B,

13 -6 14} {4 -1 2 (34
- 12 -5 14|.|3 0 2|=|33
3 -4 14) o -1 4] |-24

Para calcular A x Bt x C primero multiplico a “A” por la
traspuesta de “B” y dicho resultado lo multiplico por “C”,

0 -1 2 4 3 0 0 1 -1
A-8'.-C=|-1 1 1]-]-1 0 -1]-|-2 0 3=
3 0 4 2 2 4 4 2 1
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)

-3 0
- -4 7
-2

-3
-4

i

-1+2-1
-3-6+2
1-9+5

2-5-1
0-0-2

2-342 -4+1+0

-1-0+0
=5-0+1

|

0, siendo:

Demostrar que: A2 - A - 2 I
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DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

El determinante de una matriz cuadrada es un escalar o
polinomio, que resulta de obtener todos los productos posibles de una
matriz de acuerdo a una serie de restricciones, siendo denotado como
|A| o como Det(A).

El valor numérico es conocido también como modulo de la matriz.

Nota : El determinante de una matriz “1 x 1” es el mismo valor del (nico
elemento de la matriz.

SiA=[5] ; |Al=5

DETERMINANTE DE ORDEN 2

Sea A una matriz cuadrada de orden 2,

a. a
11 M2
A=
51 Ay,

Se llama determinante de A al numero real:

- d,d

Det(A) = Det a 12"

Es decir, el determinante de una matriz cuadrada de
orden 2 es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal menos el producto de los elementos de
la diagonal secundaria.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ejemplo :

Dada la matriz A = [ 3 i] calcular su determinante :

35
A = ‘2 1‘= BN -6G)(2) =3 -10 = -7.

Ejemplo :

Dada la matriz A = [ i :i ] calcular su determinante :

Al = ‘2 > | = Q4 - (3)1) = -8- (3)= -8 +3==5
1 -4 '

Ejemplo :
. senff —cospf .
Dada la matriz A = [ calcular su determinante :
cos fB sen B

| A| = Det (A) = +(sen B).(sen B) - (cos P).(- cos B)
| A| = Det (A) = sen? B + cos? B
Existe una identidad trigonomeétrica que nos indica que :
sen? 3+ cos?2f3 = 1

Luego podemos decir que :

Dada la matriz A = [ senf —cosf su determinante sera :
cos fB sen B
| A| = Det (A) = 1
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DETERMINANTE DE ORDEN 3
(Regla de Sarrus)

Dada una matriz cuadrada A de orden 3,

11 412 A3
A =a, ay a,
a,, a

B Ok O

31 32 33

Se llama determinante de A al nimero real:

;) ), 95
Det(A) = Det| a,; a,, a,, =
| 43) A3y A3

2))°25)° 25,1 2),°2,,72,) T a,)°2,,02),

= 213729972, - A1,°2,,7A;33 - A,3°2,,°2),

Laregla de Sarrus permite recordar facilmente el desarrollo del
determinante de una matriz de orden 3.

Los productos con signo " + ", estan formados por los
elementos de la diagonal principal, y los de las dos diagonales
paralelas (por encima y por debajo), con su correspondiente vértice
opuesto.

—

A1 8 A1 A1ty A a1 Mt
A91{8gy 433 A1 Ay Ayal  [(Fap Ay A3
A3y A3y daq Clep 5t g e Fagy To

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Los productos con signo " — ", se forman con los elementos de
la diagonal secundaria y los de las dos diagonales paralelas, con su
correspondiente vértice opuesto.

I PRGOS E) 1t A3 1% A
A1(839: 93 (12 ) Ay3 Ay A9y1 83
(el Sl Blog e Bl A31 1837, 833
REGLA DE SARRUS
.\.\ [ ] ././.
.\ [ \ L] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ) ././.
Diagonales principales —= Signo + Diagonales secundarias —= SIGNO =
Ejemplo :
3 2 1
Dadalamatriz A=| 0 2 —5| calcular su determinante :
-2 1 4
(312 1
al- |02 5 |-
2 14
=GR
3(2; 1
[Al= | 0 2 &&=
=201 4] S~
- -
= @R+ 5)D),
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Valores positivos (diagonal principal)

Nos permitiremos mostrarte un ‘atajo visual” que facilita la i

o Nos permitiremos mostrarte otro “atajo visual” que facilita la
utilizacion de la Regla de Sarrus.

utilizacion de la Regla de Sarrus

El mismo consiste en colocar las columnas (lineas verticales) 1y
2 al lado derecho de la matriz y eso nos permitira visualizar facilmente
los elementos que tienen que ser multiplicados. :

El' mismo consiste en colocar las filas (lineas horizontales) 1y 2
debajo de la matriz y eso nos permitira visualizar facilmente los
elementos que tienen que ser multiplicados

APLINTES DE ALGEBRA (TOMO 11) Ing. José Luis Albornoz Salazar - 229 -

32 (). : :
Al= [{0¥2 5 |="~__ : vy
21 4 DT i 132 13 2
_____ : |Al =1 "= N
BRI + QB+ O . PP P N
3 2 (7). f A/‘/
Al= [ 052r 5= "~ L =R + @M@ * D)
2,1 4 S~ |
- |
= @@ + 92 + O),-_20 1 : Valores negativos (diagonal secundaria) :
32 ] : 3 2 13
A - |, ‘) p _ = i J—
S AP ' 1= 1,17 P21
e T | 47 17 2% 4 -1
= @) + A9 + OyM)() - (2)(2)(1)|_ iﬂ)g)ﬁ)_!- : \\‘\‘
32 1 i
al= | o ?\'-5> =__ I = B)-N@HMA+NM)1) = (DENE) =) (1)(-1) - (2)(1)(2)
20104 TT=-o___ i
- @R + DB + OO - RN - VRO HEE= | =-6+8+1-4+3-4=-2  Resp. |A[ =-2
=24+20+0-(-4)-0-(-15)=44 +4 +15=863 :
Ejemplo : : Ejemplo :
3 2 -1 ! 1 2 3
Dadalamatriz A =1 -1 1| calcular su determinante : : Dadalamatriz A=| 1 1 —1 | calcular su determinante :
4 -1 2 ! 2 0 5



Valores positivos (diagonal principal) :

MATRIZ ADJUNTA

La matriz adjunta es aquella en la que cada elemento se
sustituye por su adjunto (o cofactor). También es conocida como matriz
de cofactores.

La adjunta de A se denota como A*.

Se llama adjunto del elemento ajj al menor complementario
de la matriz, anteponiendo :

e Elsigno positivo si i + " es par.

o FElsigno negativo si ‘i + j” es impar.

1 2 3
| A| =11 /1‘/—1 Se denomina menor complementario al determinante resultante
/ A oo ' “n “wy = Tnind
2 {0 5 después de eliminar la fila “i” y la columna *§” de la matriz inicial.
17 2 3
171 -1 Ejemplo :

Dada la matriz
=(2)2)(= 1)+1O)E) +(1)(1)(E) = B)(1)(2) = -1)(0)(1) - (B)2)(1)
= —440+5-6+0-10=-15 Resp. |A| = =15

Calcular el adjunto del elemento a1 :

Este elemento estara ubicado en .

Luego se eliminan lafila 1 y la columna 1:

_______
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El menor complementario sera :

‘U U| = (0).(1)- (0).(1) =0
11

Este adjunto tendra signo positivo ya que “i + J” es par (1+1=2) y el
determinante obtenido es positivo (0).

Ejemplo : Dada la matriz

2 0 1
A=(3 0 0
3 1 1

Calcular el adjunto del elemento a;> :

2 0 1
A=|3 o0 o
5 1 1

Luego se eliminan la fila 1 y la columna 2:

Este elemento estara ubicado en :

2.0, X
A=[3 10 o©
5 1/ 1

Este adjunto tendra signo negativo ya que “i + J” es impar (1+2=3) y el
determinante que se obtiene es positivo (3-0 = 3)

Ejemplo : Dada la matriz

2 0 1
A=[3 0 o
5 1 1
Calcular el adjunto del elemento ay; :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Este elemento estara ubicado en :

Este adjunto tendra signo negativo ya que el determinante es negativo
(2-5=-3)y“j+i”es par(mas por menos da menos).

Para calcular la matriz adjunta se debe determinar el
adjunto de cada uno de los elementos de la matriz inicial :

Ejemplo :
Dada la matriz
2 0 1
A=|3 0 0
S5 1 1
Calcular su adjunta :
f’n oo p 0o B or
1 1 5 1 1
0o 1 PR 1 lz gl © 2 °
A*z_‘l 1 | 1‘=1 R
|5 |5 0 3 0
{2
0 o B o B 0O
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Ejemplo : Dada la matriz

A Ap A
A=Ay Ap Axn
Azy Az Az
Su adjunta sera :
( Az Ags Ay Ags
+ - -
.4.32 4.33 .4.31 "133
A* =
.‘132 '133 .’131 433
.‘112 .'113 .’1.11 .’113
+ - +
K *'122 -4-23 -'1*31 ,.-'193

Ejemplo : Dada la matriz

2 =2 3
A=|1 0 -1
-2 1 0

Calcular su adjunta :

El adjunto del elemento @11 sera:

0 -1
=0+1=1
0

+

El adjunto del elemento a1, sera:

-
0

=(-1(0-2) =-(-2)=2

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

El adjunto del elemento Qi3 Sera:
1 0
+
2 1
El adjunto del elemento ap1 Sera:

-7 J--o-9- (e

=l=-0=1

El adjunto del elemento ayo Sera :

L2 3
20

El adjunto del elemento ap3 sera:

=0+6=106

=(-)@2-4)=-(-2)=2

El adjunto del elemento as; sera:

2 =2
-2 1

-2 3
0 -1

+

=2-0=2

El adjunto del elemento as, sera:

i 2Joea-9e-n-s

Ing. José Luis Albornoz Salazar
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El adjunto del elemento as3 sera:

-2
=0+2=2

Su adjunta sera :

s O b2
b b =

MATRIZ iNVERSA

Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe
una matriz B con la propiedad de que

AXB=BxA=1

siendo 1 la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la
inversa de A y la denotamos por A™.

Para que una matriz sea invertible es necesario que su
determinante sea distinto de cero (| A| # 0).

Ejemplo:
2 5
Supongamos A= [1 3]y B= [ ] Entonces:

ot 3) (53605 5N )

5=[-1 -2] [1 3]{32 1-5511:]=[0 1]=r

Puesto que AB = BA =1, Ay B son invertibles, siendo cada una

la inversa de la ofra.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

CALCULO DE LA MATRIZ
INVERSA

Para calcular la inversa de una matriz generalmente se utilizan
dos métodos, el primero : utilizando la matriz adjunta y el determinante y
el sequndo : el método de Gauss-Jordan.

Primer método : Se utiliza la siguiente formula :

- 1 &
Al = -(A )
A
Donde :
e A eslaMatriz Inversa.
° | A | es el Determinante de la Matriz.
e A*  eslaMatriz Adjunta.
o (A*)t esla Matriz Traspuesta de la adjunta.
Ejemplo :

Dada la matriz

-

[}
L WM
= O O
= B s

Calcular la matriz inversa :

1.- Calculamos el determinante de la matriz (Pagina 14), en el caso
que el determinante sea nulo (| A| = 0) la matriz no tendré inversa.
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0
0
1

Al =

(L. LTS
-

2.- Hallamos la matriz adjunta (Pagina 16) :

( oo 3 o 3 0]
11 5 1 5 1
0 1 2 1 2 0 o -3 3
A® = _‘1 . S 1|=1 3 2
0 3 0
o 1 2 1 2 0
Lo o 3 0 3 0

3.- Calculamos la traspuesta de la matriz adjunta (Pagina 2) :
0 1 0
T
(A7) =[-3 -3 3
3 -2 0

4.- Aplicamos la formula y se obtiene la matriz inversa :

1
(° 1T oy |9 35 ©
at=zl-3 3 3l=s|-1 -1 1
3 =2 of |, _2

3

Para comprobar el resultado se debe multiplicar la matriz obtenida i

(Inversa) por la matriz inicial y el producto debe ser la matriz identidad.

o 2 o (2 0 1 1 00

-1 -1 1l |13 O 0O|=10 120
2

oz o 11 00 1

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ejemplo : Dada la matriz

2 0 1
A=|1 1 -4
3 7 -3

Calcular la matriz inversa :

1.- Calculamos el determinante de la matriz (Pagina 14), en el caso
que el determinante sea nulo (| A| = 0) la matriz no tendré inversa.

o 1
|A| = F 1 -4|-54
3

7 -3

2.- Hallamos la matriz adjunta (Pagina 16) :
25 -9 4
A =|7 -9 -14
-1 9 2

3.- Calculamos la traspuesta de la matriz adjunta (Pagina 2) :

25 7 -1

ot
(A) =|-9 -9 9
4 -14 2

4.- Aplicamos la formula y se obtiene la matriz inversa :

25 7 -1

o4 o4 o4

A_1 axt _ |22 -9 9
A '54(A) = |54 54 54
4 -4 2

54 54 54
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Segundo método : Método de Gauss-Jordan

Este método consiste en colocar junto a la matriz de partida (A) la
matriz identidad (1) y hacer operaciones por filas, afectando esas
operaciones tantoa A como a |, con el objeto de transformar la matriz
A en la matriz identidad, la matriz resultante de las operaciones sobre |
es la inversa de A .

Las operaciones que podemos hacer sobre las filas son:

a) Sustituir una fila por ella multiplicada por una constante, por
ejemplo, sustituimos la fila 2 por ella multiplicada por 3.

b) Permutar dos filas

c) Sustituir una fila por una combinacion lineal de ella y otras.

Ejemplo : Dada la matriz

3 4
5 7

Calcular la matriz inversa utilizando el método de Gauss-Jordan.

|

Primero debemos recordar que para que una matriz sea invertible
es necesario que su determinante sea distinto de cero ( | A| #* 0).

|Al =@)7)-(5)4) = 21-20 =1

Como la matriz tiene determinante distinto de cero se puede
calcular su inversa.

Se construye una matriz ampliada colocando la matriz identidad al
lado derecho de la matriz inicial :
1 0
0 1

3 4
5 7

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ahora debemos hacer operaciones por filas, afectando esas
operaciones tantoa A como a |, con el objeto de transformar la matriz
A en la matriz identidad.

Para que el elemento @11 contenga el nro. 1, podemos sustituir la

primera fila por ella misma dividida entre 3.
1 4/3(1/3 0
5 7 0 1

341 0
5 710 1

Para que el elemento a1 contenga el nro. 0, podemos sustituir la
segunda fila por el resultado de restar a la segunda fila cinco veces la

primera fila.
1/3 0
-5/3 1

1 4/3
5 7

Para que el elemento @y, contenga el nro. 1, podemos multiplicar

la segunda fila por 3.
1 4/3 1/3 0 f, =3, 1 4/3| 1/3 0
0o 1/3 |-5/3 1| ——— 0 1 -5 3

Para que el elemento a1, contenga el nro. 0, podemos sustituir la
primera fila por el resultado de restar a la primera fila la segunda fila

multiplicada por g )
1 0 7 -
0 1 |-5 3

1 4/31/3 0
0 1 -5 3

Una vez que hemos consegquido la matriz identidad a la
izquierda de la linea el proceso termina. La matriz inversa de
‘A” es la matriz que se encuentra a la derecha de la linea.

ﬁ=§ﬁ
D

0 1 0 1/3

1/3 0] f, = -5, [1 4/3
=

fi = f1—if2
3,
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g = | 7 4
Solucion: A [_5 3}

Comprobacién : Se puede comprobar facilmente si el resultado que
hemos obtenido es el correcto. Basta multiplicar la matriz A, que nos dan
en el enunciado, por la matriz que hemos obtenido, A-'. El resultado
debe ser la matriz identidad 1.

O N B B

Ejercicios para practicar :

Calcular la inversa de las siguientes matrices :

A= [2 ‘51] Solucién A = [_2 ‘3]
B=[' ] solucion 81 =[ % ]

C = (1) —52] Solucion ~ C = _iﬁ 3 ]
D = [—g g] Solucion D1 = [ _143 11/ /182

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ejemplo : Dada la matriz
110
A=|1 0 1
010

Calcular la matriz inversa utilizando el método de Gauss-Jordan.

Primero debemos recordar que para que una matriz sea invertible
es necesario que su determinante sea distinto de cero (| A| # 0).

Como esta matriz tiene determinante distinto de cero (| A| =-1)
se puede calcular su inversa.

Se construye una matriz ampliada colocando la matriz identidad al
lado derecho de la matriz inicial :

1
1
0

Para que el elemento a1 contenga el nro. 0, podemos sustituir la
segunda fila por el resultado de restar la primera fila de la segunda..

=N

0
1
0

(= T o B
o = O
= O O

b= fh-F
1 1 0 1 00
0 -11f-110
01 0} 0 01

Para que el elemento a3, contenga el nro. 0, podemos sustituir la
tercera fila por el resultado de sumar las filas 2 y 3.

f3 = f2+ 13
1 1 0O 1 00
0 -11|-110
0 0 1] -111
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Para que el elemento a3 contenga el nro. 0, podemos sustituir la

segunda fila por el resultado de restar la fila 3 de la fila 2.

Para que el elemento @12 contenga el nro. 0, podemos sustituir la

fo=f-1;
0 1 0 0O
0 0 -1
1t -11 1

primera fila por el resultado de sumar las filas 1y 2.

Para que el elemento @y, contenga el nro. 1, simplemente

1
0
0

0
-1
0

fr=f+f

0 1 0 -1
0 0O 0 -1
1 -1 1 1

podemos multiplicar la segunda fila por menos uno.

Una vez que hemos consequido la matriz identidad a la izquierda de la
linea el proceso termina. La matriz inversa de “A” es la matriz que se encuentra

a la derecha de la linea.

A1

O O
S = O
= O O

_ O =

1
0

[y

(o= =)

-1

ol = I =

1
1

-1
1
1

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

Ejemplo :

Calcular la matriz inversa de:

aiF

1 Construir una matriz del tipo M = (A | I)

1-10: 0
01 0: 0|
2 0 1: 1

2 Utilizar el método Gauss para transformar la mitad izquierda, A, en la matriz identidad,

(=T
= O O

10
01
00

y la matriz que resulte en el lado derecho serd la matriz inversa: Al

fop (1101100
— 31401 0: 010
021:-201
1-10:1 00
5% o100 10
0 01:-2-21

Recomendamos observar los dos videos que encontraras en
la Web identificados con los siguientes links :

http://www.youtube.com/watch?v=91xUg1L707s

http://www.youtube.com/watch?v=pUabaQqgbrug&feature=related
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DETERMINANTE DE ORDEN 4

Los métodos que hemos visto hasta el momento solo pueden ser
aplicados a matrices de orden 1,2y 3.

Existen 2 métodos que permiten calcular el determinante a
cualquier tipo de matriz.

REGLA DE LAPLACE : El determinante de una matriz cuadrada
de orden “n” es igual a la suma de los productos de los elementos de
una linea (fila o columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos.

“n

Es decir, tomando la fila “i” se tiene :
jmn

A\=0u'A.n+012'A12+...+01n'A1n=ZO.1_;'A”
jml

Ejemplo : Calcular el determinante utilizando la Regla de Laplace :

1 0 1 2
-1 1 2 =1
A=y 3 2 2
2 =10 1

Recuerde que :
Se llama adjunto del elemento ajj al menor complementario
de la matriz, anteponiendo :
e £l signo positivo si i+ j” es par.

e £l signo negativo si ‘i +j” es impar.

Se denomina menor complementario al determinante resultante

después de eliminar la fila “i” y la columna j” de la matriz inicial.

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

En la péagina 16 y siguientes de esta guia se muestra como
calcular los adjuntos.

Los adjuntos de los distintos elementos de una matriz 4 x 4 tienen
los siguientes signos :

I 4+ 1 <+
+ 1 4+ 1
I 4+ 1 +
+ 1 4 |

Desarrollando por los adjuntos de la primera fila se tiene :

Estudiando el elemento aq :

Como ‘i + j” es par (1+1=2) se antepone el signo positivo. Para
visualizar la matriz reducida a la que se le va a calcular el determinante
(menor complementario) se elimina la fila 1y la columna 1 de la matriz
inicial :

i~
[

TN

~

El primer elemento de la suma sera :

1 2 =]
+1.-13 2 2
-1 0 1

Estudiando el elemento aj, :

Como i +j” es impar (1+2=3) se antepone el signo negativo. Para
visualizar la matriz reducida a la que se le va a calcular el determinante
(menor complementario) se elimina la fila 1 y la columna 2 de la matriz
inicial :
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“L1 0 1 20
-1 1112 =1
11312 2
2 — 01

El segundo elemento de la suma sera :

-1 2 —1
-0-/1 2 2
0 1

[}

1
2
Estudiando el elemento Qi3 :
Como i + j” es par (1+3=4) se antepone el signo positivo. Para
visualizar la matriz reducida a la que se le va a calcular el determinante

(menor complementario) se elimina la fila 1y la columna 3 de la matriz
inicial :

a0 120
-1 1 2=l
1 3:2:2
2 =110/ 1

-1 1 =1
+1-:1 3 2
~ -1 1

Estudiando el elemento Qja :

Como ‘i + j” es impar (1+4=5) se antepone el signo negativo. Para
visualizar la matriz reducida a la que se le va a calcular el determinante

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

(menor complementario) se elimina la fila 1y la columna 4 de la matriz
inicial :

............

-1 1 2=l
1 3 2:2!
2 =101/
El cuarto elemento de la suma sera :
-1 1 2
-2.11 3 2
2 -1 0

Se procede ahora a calcular el determinante de las matrices
reducidas 3x3 de cada uno de los miembros de la suma aplicando la
Regla de Sarrus (pagina 14).

Una vez calculados los determinantes se sustituyen en la suma :

(1).(-10)+ 0+ (1).(9) + (-2)(-12) =

-10+5+24 =19
Luego :
10 1 2
-1 1 2 =1
= | =19
A=l 3 2 2
2 =1 0 1
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REGLA DE CHIO : Se fundamenta en operaciones elementales de
fila o de columna y un pivote que por rapidez en las operaciones
matematicas (multiplicacion y sustraccion) escogemos un elemento
identificado con el numero uno (1); si en los elementos del determinante
de la matriz no se tiene un elemento identificado con este numero, se
busca este elemento sacando un factor comun a todos los elementos de
una fila 0 una columna o se aplican operaciones elementales de fila o de
columna, tales como constituir una nueva columna por la suma
algebraica de dos columnas.

El objetivo es transformar el determinante de una matriz cuadrada
de orden “n” en una de orden “n-1"y asi sucesivamente hasta llegar a un
determinante de tercer orden (n=3) donde su solucion puede ser
obtenida a través de la regla de Sarrus. Para ello se requiere conformar
una fila o columna con sus elementos nulos (0), excepto un elemento
identificado con el numero uno (1).

Si observamos el ejemplo anterior notaremos que el mismo
resultado se puede obtener haciendo ceros en la primera fila,
utilizando la siguiente propiedad de los determinantes :

“El valor de un determinante no varia si a los elementos de
una linea se les suma otra paralela multiplicada por un
nimero”.

En realidad la Regla de Chio es la aplicacion de la Regla de
Laplace pero en una matriz equivalente a la inicial que permita facilitar
su aplicacion.

Se facilita la aplicacion en el sentido de que al “hacer ceros” en
una linea y dejar un uno en un elemento de esa linea, los otros adjuntos
Se anularéan al tener que multiplicarse por cero.

Luego la operacion quedara reducida a multiplicar ese uno por el
determinante de la matriz reducida que quede después de eliminar la fila
y la columna donde se encuentre ubicado dicho uno.

En efecto, sumando a la tercera columna la primera columna
multiplicada por menos uno y a la cuarta columna la primera multiplicada
por menos dos resulta :

APUNTES DE ALGEBRA (TOMO 11)

‘101 2) <F 0001 L3
-1 1 2=l |-1'1 3 1
|A|_:l 3 02 2/ 1113 1 0= _3‘1:2_f)3'19
2 =10 1| (2/=1 =2 =3
1T 0 1 2
-1 1 2 =1
= | =19
Al=T1 3 2
2 =10 1

Recuerde que :

Se llama adjunto del elemento ajj al menor complementario
de la matriz, anteponiendo :
o FElsigno positivo si ‘i + j” es par.
e Elsigno negativo si ‘i + j” es impar.

Se denomina menor complementario al determinante resultante

“wn

después de eliminar la fila “i” y la columna ‘§” de la matriz inicial.
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