Sucesiones
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Una sucesion de nimeros es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de los nimeros
naturales.

Notacién:

a, — Laimagen son los numeros de la sucesion

fxx} = Lapre— imagen son los elementos de la sucesion

Encontrar los términos de:
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2 2
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n=3 - —=—
3 3
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n=4 —- —=—
4 4
5+41 6
n=5% = —=—
5 5
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0 1 2 n—1 Divergente
1 1/2 1/3 1/n Convergente
1 -1/2 1/2 (—1)*1 1/n Convergente
0 1/2 2/3 1-1/n Convergente
0 -1/2 2/3 (—1)*' (1—1/n) | Convergente
ajn—1 b)1/n c)(— " 1/n
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n=1 - 1-1=0 n=1 - —-=1 n=1- (-1)'-=1+1=1
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n=2 - 2-1=1 =n=1 - - n=2-(-1)"1-=—1s-=—-=
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n=1—= 1—-—=1-1=1 n=1—>(—1]1+1(1—1)=1*ﬂ=l]
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n=2 = 1—-—== n=2+[—1)‘+1(1——)=—1x————
2 2 2 2
2 1 2 2
n=3 - 1—-—=- n=3—>[—1]3+1(1——)=1*—=—
3 3 3 3

Representacion Grafica

Se localizan mediante los pares ( 7 ,a,, )
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n=1l—=-1n=2—=—-n=3-=-n=4—=—n=5L=x—n=6—
2 3 4 5

Definicidn: la sucesion {a, } converge hacia

el nimero £, si a cada namero positivo £ le corresponde un indice N tal que:
la, —L| < E paratodo n =N

Es decir {a, } converge a £ si para cada £ positivo, existe un indice N tal que todos los

términos positivos al N-esimo término estan a una distancia de £ inferiora &
El hecho de que {a, } converge hacia £ se indica exhibiendo

lim a, = £ obien a, —+ £ cuandon —+ w0
n—oo
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Estudiar la convergencia de 1
L

Para & = 0, se escribe la desigualdad:
la, —L| < E4+n=N
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Si an = L=10
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Entonces ‘ i ‘ < F

1
Extraer el valor absoluto de - < FE

1 £
De - = -
n 1

1= n&
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Sucesiones monotonas
Definicidn: una sucesion {a,} es monotona si sus términos son no decrecientes.

-d:_:----::_:a -:;_:

o
=
I
ikl
I
P
i
[

I

dy = &g

I

33 E... EEI E...
También a, <a, +1

Probarsi a, =3 + (—1)" es monétona.

a; = 2
! a, no es mondtona
n
a; =2
Probar a,<a,+1
a, =4
2n 2(n+1)
b, = b,+1=——-
T 1+n+1
_2n+2
T n+2
b,<b, +1
2n 2n+ 2
=
1+n n+2

2n(n+2)=(2n+2)(1+n)
2n*4+4n < 2n4+ 242n° 4L 2n

2n’4+4n<2n+ 24 2n*+ 2n



dn=4n+ 2

0<2

- Es mondétona
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es mondtona

Probarsi ¢, = .

. n
T on 1

(n+1)* n*+2n+1
c,+1= =

2n+1_1 2n+1_1
c,=c,+1

n’ n‘4+2n+41
A1 g

nf(2®"1 1) = (22 -1) (n*+2n+ 1)
n(2%=2—-1)< (2°—-1) (n*+2n+ 1)
2"n**2n* —n’ < 2"n* 4+ 2"2n+ 2" —n* —2n-1
2°n*=2n* < 2"n*42"2n4 2" - 2n—-1
n=1 4<5 falso
n=2 128 < 31

~ No es mondtona

Sucesiones acotadas

Definicion: una sucesion {a_} acotada si existe un ndmero real positivo M talque
la,| < MW .



Sellamaa M cota superior a,
Ejemplo: hallala cotade {3 + (—1)}

2y4

La cota superior es 4
{ Zn
n+1)

La cota superior es 2 y la cota inferior es 0.

Ejercicios:

I. Escriba los cinco primeros términos de:
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=21=2 b, = t 1
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d, =Sen— =1
2
21
d, =Sen— =10
d; =Sen— = —1
™
d, =8en—=10
2
5t
d; =Sen—=1
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II. Escriba la expresion de n-esimo termino

a)1,4,7,10 ..
b) 3,7,11,15 ...
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: 22 4 2 2-1)1 1
_1)3E+)z 4 303
Ea=#=— f3=&=_=151440
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42 16 (4—1)1 3!
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e = # = - fo = & = _— = 544x10'°
52 25 (5—1)1 4!
Eesp. a, = 3n—1
a, =a, +(n—1)d
Fesp. a, = 4n—1
a, =a,r"?
Resp. a, = — a,=1+(n-1)3 |a,=3+(n—1)4
Resp. Eln=1-|-Il a,=1+3n—3 a,=3+4n—4
2+n
a,=3n—2 a, =4n-—-1
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III. Determina si la sucesi6n es monétona o no
a, =a,+1
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dn—1 - in+4 -1
n B n+1l

in—1 4n+3
=
n n+1

4n—1(n+1) < n(4n+ 3)
4n+4n—n—1 = 4n°+ 3n
in—1 =< 3n
-1 =0

- Es mondétona
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a, =a,+1

n 4+
n+1 ntil+1

4n :_:4n+4
n+1 n+2

4n(n+2) <=n+1(4n+4)
4n°+8n < 4n°+4n+4n+4
8n < 8n+4
0=<4

-~ Es mondtona

Cos n

n



Cosn _Cos(n+1)
=

n n+1
Cosn Cosn+ Cos1
n n+1

Cosn(n+ 1) = n(Cosn+ Cos 1)

Cos°n+Cosn < Cos’n+ Cosn

Cosn = Cosn
- Es mondtona

n n+1
"B = T -(n+1)
el a 2




a, = (-1)" (%J

- No es monétona
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(-n® _ )™
- n4+1
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(D (a+1) = n (=D
(-n-1)" < (-
n=1

(-1-D £ (-

(-2)! < (-1)?



-2 =1

~ Es mondtona

~ Es monétona

Limites de sucesiones

Definicion: Dado & =03 L = 0 Talque

la, —L|<EVnz=N

Definicion: lim,_, . a, = £

Teoremas:

TH1: Si k es una constanteya € R , entonces lim, _ ,k=k

TH2: Para cualquier numero dado “a” lim x=a



TH3: Si “m” y “b” son 2 constantes cualesquiera entonces lim,_ (mx+b) =ma+b
TH4:Si lim _, f(x) =Ly lim, _, g(x)=M
Entonces:

D lim_ [fx)tex)]=L tM

if) lim, [ £(2) g(x) ] = LM

iii)limx_,a[ % ] —lvwgx)£0yM =0

M
iv) Limkf(x) = KLvZe R
TH5: Si lim,_,_f(x) =Lyn € A7 Entonces Lim [ f(x)]* = [lim__f(x) ]*=L"

Calcular los limites de:

lim 77 =77

x—+3

lim(3x—7)=3(5)—7=15—-7=28

x—+5

lim(x* +2x—1)= (2)*°+2(2)-1=4+4-1=7

x—+2

 ax—5 4(3)—-5 12—-5 7 1
lim = = =—=—
«~35%x—1 5(3)—1 15—1 14 2
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ax9 4(3) -0 4(3)-9 95 o
lim = = = =-
oy 23 3343 2(3)+3 33 6

;s 3x"—8x—16 3(4)°—38(4)—16 3(16)—32—16 48-—32—16 nI 4
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x—d Z2x°—9x+4 2(4P-9(4)+4 2(16)—36+4 32-36+4 0

. 3x—12)(3x+ 4
y 3x*—8x— 16 ( 3j( ) (x—4)(3x+4)
11m = =
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(x—4)(3x+4) (3x+4) 3(4)+4 12+4 16

Liﬂ(x—@(zx—g_ (2x—1) 2(4)-1 8-1 7
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lim = = — indeterminacion
x—+0 X Q0 0
o [Vx+r2-v2 Vx+2+42
lim - —
x—0 X Vx+2 +42

[ Wx+2)? - (2)?
lim —
=0 x(Vx+2+42)

x+2—-2
lim — —
x=0 | x(..u.'x_|_2+,,u.'2) ]

X

lim —
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1
lim —————
=0 4\x+2+/2

1
lim —_—
=040+ 2+ 42

lim — =—
=042 4+2 242

lim — & — = — ==
=0 22 22 44 2v4 2=2 4

Convergencia de Sucesiones

Definicion: Si para £ = 0, existe M = 0 talque | a, — £ | =< E Siempre quen = M
Entonces: El limite de la sucesion { a, } es £ yse escribe lim, . a, = £

n

La sucesion que tiene limite finito se llama convergentes y los demas divergentes.



Teorema: Sea f una funcién de variable real tal que

lim flx)=1r

1 —F 00
Si {a_ } esunasucesiéntal que f(n) =a_ ¥ # € Z% entonces

lim f(n)= £

n—oo

Determina si la sucesion dada es convergente o no
a,={ 7+n}
f(n)=a,
lim (74 n)= lim 7 + limoo
n—+oo H—Foo N—FoD
lim(74n)= 74+
=+ oo
lim(7+4+n) = o
=+ oo
a, es Divergente
( 1

a, =1 7—— |
S | n J

=7 a, es Convergente



lim(8n 2 —7n"?-500)=lim8n?—lim7n~® — lim 500

n—+oo n—*oo =0 =g

. 1 1
lim (8 n™* —7n™° —500) = lim 8— — lim 7— — lim 500
Fi—* oo Fl—os n Fi—oo n Fl—*oo
lim(8n*—7n 500) = li Ii ! lim 500
fm (8 077 = 707 ~500) = lm {5~ i o~ iy

lim(8n 2 —7n"?—500)=0+0+500

n— oo

lim (8 n™%—7n"%—500) =500

n—+oo

a, es Convergente

-

a, ={—5n%(n?-100) }

f(n) = —5 n*(n® — 100)
f(n) = —5 n® + 500 n?

lim (=5 n® + 500 n¥) = lim — 5 n® + lim 500 n®

n—+og n—oa n—oa

lim (—5 n® + 500 n?) = llm —5(w)*+ llm 500 (o0)?

n—+og

lim (—5n®+500n?) = -0+

n—+oo

lim (—5 n*(n® — 100)) = —5 (0)3((x)* — 100)

n— oo

lim (—5 n®(n? — 100)) = —5(oe) ( (o) — 100)

n—+oo

lim (—5 n*(n® — 100)) = —oco (c0)

n— oo

lim [ 5n?(n®— 100]) =

n—+oc

a, es Divergente



Criterios de convergencia para series

e Condicion necesaria de convergencia: Sea X a, una serie de nimeros reales

convergentes, entonces { a, } = 0
e C(riterio de Cauchy: Sea X a, una serie de nimeros reales equivalentes
i. Xa, esconvergente

ii. VE >03meR:8 n=myh¢E N es arbitrario entonces .
la, +1+a,+2+-~+a, +h|<E

n
f 1
> (7-2)
AT o
i=1

1
lim (? — —) =
n-oo n

1
{ 7—= } =0
n
Aritmetica Geometrica
S:n[Ell-I-El,,] < 1
2 1—r

S=2a+ [(n—1)d]

i(?—i)ﬂ?—m(g)@_ﬂ):@







