INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

Si f(x) es una funcion racional, entonces f(x)= M; donde p y g son polinomios, vamos a evaluar [ f(x)dx

. Se buscara que pE 3 sea expresada como una descomp05|C|on en fracciones parciales.

Considere los siguientes casos:

2.1) Cuandoen laintegral [ % dx, lafuncién polinémica g(x) se descompone en factores todos lineales

y distintos es decir: q(X) = an(x-a1) (-a).... Grar) @ la funcion f(x= 2

se expresa como una suma de fracciones simples:

A A A
f P —f( e — T )dx
q(x) X—a; X—a, X —ay,

Donde: A1, Ao, ...4n SON constantes que se van a determinar

2.2) Cuandoen laintegral | % dx, lafuncion polinémica q(x) se descompone en factores todos lineales

y algunos repetidos, suponiendo que x-a, es factor lineal que se repite p veces, es decir: q(x) = an(x-a)(x-
@)...(-Q)(X-Qp+1) s ... (X-0t) a la funcion f(x)= %
se expresa como una suma de fracciones simples:

A A A A A
f—p(x)dx=f< e T e SRS ")dx

q(x) x—a (x—a)? (x—a)P  x—apy X — ay

Donde: Ay, Az, ...An SON constantes que se van a determinar

2.3) Cuandoen laintegral | % dx, lafuncion polinémica g(x) se descompone en factores todos lineales

y cuadraticos irreducibles y ninguno se repite, es decir:
qx) = an(X+bix+c1)(X3+box+Co) (X2+bax+Cs)(X-aa)...(x-an) @ la  funcion  f(x)= %

se expresa como una suma de fracciones simples:

X A,x+ B A,x+ B A A
f—ZExﬁdxzf( - et S T )dx

x2+bx+c;, x*+byx+c, x—a, X —a,
Donde: A1, Ao, ...4n, B1, B2 son constantes que se van a determinar

2.4) Cuandoen laintegral | % dx, lafuncion polinémica g(x) se descompone en factores todos lineales
y cuadraticos repetidos en donde los factores cuadraticos irreducibles se repiten es decir:

q(x) = an(X*+bx+c)’(X-a3)...(x-an) a la funcion f(x)= P ;se expresa como una suma de fracciones
simples:
p(x) Aix + B4 A,x + B, Aj A,
P2 dx = ( o )dx
q(x) x2+bx+c (x?4+bx+c)? x—a3 X —ay

Donde: A1, Ao, ...4n, B1, B2 son constantes que se van a determinar



Ejemplo ilustrativos

dx

f 4x2 +9x — 1
x3+2x2—x—2

Factorando el denominador
x34+2x2—x—-2=(3+2x>) - (x+2)=x*(x+2)—(x+2)=(x+2)(x>—-1)
x34+2x2—x-2=(x+2)x*-1D=x+2)(x+1D(x-1)

Calculando las fracciones parciales

4x% +9x — 1 A N B N C
x+2)(x+1Dx-1) x+2 x+1 x-1

4x% +9x — 1 A+ D=1 +Bx+2)(x— 1D+ C(x+2)(x + 1)
(x+2)(x+1D)(x—-1) (x+2)(x+1D(x—1)

4x% +9x — 1 _A(x2—1)+B(x2—x+2x—2)+C(x2+x+2x+2)
x+2)(x+1D(x-1) (x+2)(x+1D(x—1)

4x? +9x — 1 _A(x2—1)+B(x2+x—2)+C(x2+3x+2)
x+2)(x+1D(x—-1) (x+2)(x+D(x—-1)

4x% +9x — 1 _AxZ—A+Bx2+Bx—ZB+Cx2+3Cx+2C
x+2)x+D(x-1) B x+2)(x+D(x—-1)

4x2 +9x — 1 =Ax?>+Bx?>+Cx*+Bx+3Cx—A—-2B+2C
4x+9x—1=(A+B+C)x>*+ (B+3C)x—A—-2B+2C

Se forma el sistema
A+B+C=4
1 B+3C=9
—A—-2B+2C=-1

A+B+C=4
10A+B+3C=9
A+2B-2C=1

Resolviendo el sistema en GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Remplazando valores
4x%2 +9x — 1 -1 N 3 N 2
x+2)(x+1D(x-1) x+2 x+1 x-1

Calculando las fracciones parciales en GeoGebra
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=l Funcidn

_ 4x2+9x—1
Tox42x2—x-2

1 3 2
_m x+1 x-—1

| Funcién o: FraccionesF‘arciales[ﬂ|

Aplicandof‘f]—":lnlvl +Cen
4x% +9x — 1 -1 N 3 N 2
x+2)x+1D(x—-1) x+2 x+1 x-1

4x% +9x — 1 = .[dx +3j dx +2j dx
x3+2x2—x—-2 = x+2 x+1 x—1

dx = —In|lx + 2| + 3ln|lx + 1| + 2In|lx — 1| + C

dx = —In|lx + 2| + In|(x + 13| + In|(x — 1)?| + C

dx =In|(x+1)3(x—-1? —-Inlx+2|+C

(x+1)3(x —1)2

=1
x n x+2

+C

Resolviendo el ejercicio en GeoGebra
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= Funcidn L3

o Ax*+9x-1
O = e w2
Dhix)=2In(x—1)—In(x+2)+3 In(x+1)
|Fum:m'nh Integral de f. I1(x,‘|:Zlﬂ(x-1,‘|-Ir'1(x+2)+3\n(x+1,‘|+c1
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4x — 2

z)fx3 — x? —Zxdx
Resolviendo en GeoGebra
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dx

j4x2+13x—9
) x3 + 2x2%2 — 3x

Zf 5x —7 4
) x3—4x2+x+6 X

3 x3—3x+4 4
)f(x—1)3(x+1) x

Ejercicios de Aplicacion
Integrar las siguientes expresiones y graficar empleando algin medio tecnoldgico las funciones para C=0

7
—lIn|x —

4

x3(x — 1)?
o s
x+3
(x —3)?
l C
n(x—Z)(x+1)+
1] + ! ! 3l| +1|+C
2c—1) 2(x—12z 4%



)fx3+x2—2x—3

(x+D2(x—2)2

. f4x +6
) x3+3x

> Inlx + 1| +
27nx

6 2x%2—8x—8
)f(x—Z)(x +4)

X +3x
)f(x +1)2

8 —1 d
)_[x(x2 + 1)? x

9(x+1)

—In

32
+—ln|x—2| +

> C
S@-2)

In|x?(x>+3)|+C

x2 + 4\*
In +C
X — 2

1 2

Elnlx + 1| — 2_|_1+C
< f—4c
x2+ 1) 2(x%2+1)
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